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Vorwort. 

Die Yorliegeude zweite JJbteihbng meiner Vorlesungen fiber ZaJilm- 
lehre ist ausscbliefilicb der Theorie der wnmdlichen Iteiheti mit reellen 
Grliedem gewidmet. streng systematischen Standpunkte aus ware 

es wobl konsequenter geweses, die mit der Entwickltmg der Lehre von 
den reellen Zahlen begonnene snkzessive Ausgestaltung des Zahlvorrats 
unserer gewohnlichen Ariihmetik durch Einffihrung der imaginWren bzw. 
'hom^j^exen Zahlen erst voUstandig zu Ende zu ffihren. Rficksiehten wesent- 
lich didaktischer Natur veranlaBten mich indessen zu der hier getrofPenen 
Anorduung^ insbesondere der Wunsch^ den Leser durch eine gewisse Ein- 
fbrmigkeit des LebrstoB^es nicht allzusehr zu ermfiden und ihm statt 
dessen schon jetzt in der Lehre von den unendlichen Reihen ein an be- 
merkenswerten Pragestellungen und prinzipiell wiohtigen Ergebnissen 
aufierordentlich reiches Anwendungsgebiet der bisherigen Grenzwert- 
betrachtungen zu erfiffnen. Dem gegenfiber erschien es mir ziemlich lua.- 
erheblich; dafi die Lehre von den unendlichen Reihen auf diese Weise 
in zwei durch Einschiebung der grundlegenden Erorterungen fiber kom- 
plexe Zahlen getrennte Stficke zerf allt, zumal schon bei der Beschrankung 
auf reelle Zahlen alles wesentliche der Theorie voUstandig zur Erledigung 
kommt (anders wie bei den unendlichen Produkten und Kbttenbrfichen) 
und die Ausdehnung der gewonnenen Resultate auf Reihen mit komplexen 
Gliedern, als bloBen Aggregaten je zweier redler Reihen, sich nahezu 
automatisch voUzieht. 

Die Darstellung der Reiheulehre beginnt naturgemaB mit aUgenieinen 
Betrachtungon fiber Konvergenz und DivergenZj wobei insbesondere die 
verschiedenen Moglichkeiten, die notwendigen und hinreichenden Konver- 
genzhedingungen zu formulieren, einer ausffihrlichen Kritik unfcerzogen 
und gewisse auf dem Cauchyschen Grenzwertsatze und seinen Verallge- 
meinerungen beruhende weniger bekannte Formen dieser Bedingungen 
hergeleitet werden. Bei der sodann folgenden Behandlung der Reihen 
mit lauter positiven (bzw. nickt-negaUveh) Gliedem wird nach FeststeUung 
ihrer besonderen Konvergenzeigenschaften eine ganz einheitlich auf das 
bekannte JPrinzip der Reihenvergleichung geg3:findete ausffihrliche Theorie 
der Konvergenz- und Divergenzhriterien entwickelt, welche den Zweck 
verfolgt, nicht etwa nur die verhSltnismaBig geringe Anzahl der ffir 
praktische Anwendung fast ausschlieBlich in Betracht kommenden Spe- 
zialkriterien abzuleiten, vielmehr vor ahem den inneren Zusammenhang 
dieser sonst zumeist mit Hilfe einzelner Kunstgriffe gewonnenen Regeln 
durch Zurfickffihrung auf aUgemeine Methoden kenntlich zu machen, den 
scheinbaren Wid&rspruch zwischen der fiblichen Form gewisser Kriterien, 
namlich der sogenannten KonvergenzhrUerien zweiter Art einschlieBlich 
des ICumrnerschen JS^<mvergenzlmteHumSy und dem Prtnzip der JReihenver^ 
gleichung aufzuklaren und jenes letztere Kriterium, das als Kriterium 
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ew&ief Art von geradeza Uberrascliender Allgemeinheit bei der sonstigen 
Darstellungsweise voUig abseits stand nnd keinerlei Analogon unter den 
Kriterien ersier Art zu besitzen scbien, aus dieser ratselhaften Isolierung 
be£reit als natUrliches Gllied einer folgericbtig anfgebanten allgemeinen 
Theorie erscheinen zu lassen. Es folgen Untersuchungen fiber die Trag- 
toeite der verschiedenen Kriterien bzw. Kriterienor^ew, fiber die prin- 
zipielle BegrenztheU der Leistungsfdhigbeit aller mbglichen Eriterienbil- 
dnngen, fiber sogenannte Grenegebiete nnd Schrmken der Konvergena und 
Bivergme — [Jntersucbnngen, die in Verbindung mit den zuvor bezeicb- 
neten teilweise geeignet sind, gegebenenfalls an die Stelle von Znfalls- 
erfolgen einiger Spezialkriteriea ein zielbewufites Operieren mit einem 
woblgeordneten Eiriterienvorrat treteu zu lassen, vor allem aber dem 
Leser eine moglichst tiefe, an su^ wertvolle nnd zugleicb das Stadium 
der FunUiortenlehre in frucbtbarer Weise vorbereitende Einsicht in das 
Wesen der Reihenkonvergenz vermitteln tollen. 

Die Betrachtung der Beihen mit posiHven und negaiivcn Gliedem 
ffibrt zu den Begriffen der cibsoh/ten nnd nicM-absduten, der unbedingten 
and bedmgten Eonvergenz and zu dem Nachweise des voUstandigen Zu- 
sammenfallens von (Asohder und unbedingter bzw. meht-aibsduter und 
bedingiar Eonvergenz. Daran scbliefit sicli die Angabe derjenigen Hilfs- 
mittel, welche zur Feststellnng der „effMven*‘ d. h. eventuell nur be- 
dingten Eonvergenz zur Yerffigung stehen, sowie eine methodische TJnter- 
sucbong der Beziebungen, welcbe bei gewissen allgemeinen Tjpen bedingt 
konvergenter Reiben zwiscben bestimmten Umordnungsgesetism and den 
dadurcb erzeugten Wertveranderungm besteben. Den Schlufi dieses Ea- 
pitels bildet die Entwicklung zweier Metboden, die dazu dienen, scJdeckt 
(d. b. sebr langsam) konvergierende Reiben zum Zwecke der numeriscben 
JBereehmmg in wesentlicb lesser komergierende umzuwandeln. 

Parallel mit dem letzten, die Bo^gpelfolgen bebandelnden Eapitel der 
vorigen Abteilung erscbeint als Abscblufi der vorliegenden eine ein- 
gebende Bebandlnng der Lebre von den Doppdreihen mit reellen Gliedern. 
Dabei wird, wie dort zwiscben JDo^eUimites und Uerierten lAmites, bier 
scbarf unterscbieden zwiscben Doppdreihen und iterierten BeOien, und es 
werden die Beziebungen zwiscben beiden Eategorien festgestellt, insbe- 
sondere diejenigen einer iloppelreibe zu den aus den ZeUen und KdUmnen 
gebildeten Uerierten Reiben, scblieBlich aucb zu der aus den Diagmoden 
gebildeten eiirfacken Reibe. Weiter erfolgt aucb bier der Naebweis ffir 
das vollstfindige Zusammenfallen von dbsoluter und tmbedingter bzw. nieht- 
ebsoluter und bedingter Eonvergenz. Mit einer Anwendung der Lebre 
von den Doppelreiben auf die MvUiplikation einfacfi unendlieher Beihen 
und mit der Ableitung von Konvergena- und DivergenakrUerien ffir Dop- 
pelreiben mit nicbt-negativen GUiedern scbliefit dieses Eapitel und damit 
aucb diese Abteilung. 

Mfincben, im August 1916. 
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Eapitel L 
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und Best eiuer unendlichen Beihe. — Allgemeine SS.tze liber 
konyergente Beihen. 

1. Unter einer unbegrenzten Summenfolge oder, wie man gewohnlioli 
kfirzer, wenn auch weniger pragnant, zu sagen pflegt, einer unmdlichmi 
JReihe verstehen wir zunaohst rein formal eine unbegrenzte Zahlenfolge (w^), 
deren Glieder durch das Summationszeichen verbunden sind, also: 

Mo + + f" H . 

kiirzer geschrieben: 

00 

0 

Oder auch; wenn ein Mifiverstandnis ausgeschlossen erscheint: 

Beztiglich der Bedeutimg eines solchen als tinendliche Reihe bezeich- 
neten Symbols setzen wir nun folgendes fest. Es bedeute die Summe 
aller Glieder bis einschliefilich, also: 

n 

(1) s„ — Mo + «l-l + 

0 

Die Zablen (n = 0, 1, 2, •••) bilden dann, geradeso wie die u^, eine un- 
begrenzte Zahlenfolge. 1st diese konvergent und etwa: 

(2) lims„-s, 

n->oo 
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WO also s eine bestimmte Zahl (einscblieBlicli der NtiU) Torstellt, so beifit 
die Beihe Tumvergent und $ ihre Swmme, in Zeichen: 

00 n 

(3) 

0 0 

In jedem anderen Falle heiBt die Reihe divergent und zwar: 

eigenUich divergent, wenn die Folge {$^ eigentUch dwergiert, also 
lim » + oo Oder lim =« — oo; 

41->0O Ti'^eo 

uneigenUidi diverged, ancb unbestimmt oder qseiUierend, wenn die 
Folge (s^ uneigentlich dwergiert, d. h. wenn Hms, und lims^versdiieden 

»->ao n->oo 

ans&llen; insbesoaderee»<2Z2c%«»&es^mm< oder innerhdCb mdlicher Ore^tzen. 
oszUHerertd, wenn Jceiner der Hauptlimiies lim 5 , und lim wnmdlich aus- 

n-^oo n-Vee 

i%Ut (anders ausgesprochen: wenn Hm endlich i$t). 

A->eo 

Obschon im Falle der Divergenz eine Summe der Beihe in dem zuvor 
definierten Sinne ni<M existiert, so bedient man sich der Bequemlicbkeib 
balber, um aUe MSglichkeiien mit einem gemeinsatnen Ausdrucke zu um- 
fassen, nicht selten der Bedewendung: die Summe der unendlicben Beihe 
sei im FaUe der eigenUidwn Divergenz (positiv oder negativ) unendUdt 
grofi, in Zeichen: 

00 00 

(4) «, “ + oo oder ^ — oo , 

0 0 

bzw. die Summe der Beihe sei im Falle der tmeigendichen Divergenz un~ 
iestmmt und zwar, wenn I, L den mieren bzw. (dteren JJmes von be- 
deutet, m oszUliere in den Grenzen I und L, wobei eventuell auch 
1 = — oo, £ * + oo sein kann. 

2. Aus der obigen Definition der Konvergmz einer unendlicben Beihe 
ergibt sich sofort als notwendige und hinreidimde Bedingung fQr die Bon- 
vergenz: Jedem (beliebig klein vorgeschriebenen) a > 0 mufi sich eine 
natdrliche Zahl n zuordnen lassen, sodafi: 

(P) l«»+e-«J<« 9-l,2,3,---. 

Setzb man: 

(6) ““ ®»+f ~ ““ “n+i + “•+» H **ii+e 

und bezeichnet tds einen Darticdrest der Beihe, so kann die Kon- 

vergenzbedingung auch folgendermafien au^esprochen warden: Es mufi 
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jeder Partial/rest voUig willkdrlidieni q lediglich durch ge- 

eignete Wahl von n numeriscli beliehig Idein werden. Dabei folgt aus; 

(®») 

stets auch: 

(«1>) 

(vgl. § 22; Nr. 1, S. 125), d. h. es wird mit auch jeder spdtere Par- 

tialrest bdiebig Idein ^ sodaB auch die Bedinguug (6 b) als notwendig uud 
(selbstverstandlich als) himeichend fur die Konvergenz der Reihe an- 
gesehen werden kann. 

Im ubrigen kann man dieser notwendigen und hinreichenden Be- 
dingung auch noch andere Formen geben. Und obschon dieselben vor 
den hier gegebenen Formen (6) — (6 b) keinerlei Vorztlge besitzen und 
eher geeignet sind, den wahren Sachverhalt zu verdunkeln, als ihn auf- 
zuhellen, so soil doch etwas naher daraaf eingegangen werden, da man 
in den Schriften ganz bedeutender Mathematiker und in weit verbreiteten 
LohrbUchem mancherlei unklares oder geradezu falsches iiber diese doch 
schliefilich grundlegende Frage findet. 

3. Bezeichnet man mit J?„ diejenige mendlicke Meihe, welche aus 
der gegebenen durch Weglassung aller Glieder bis u,^ einschlieBlich enir 
steht; also: 

00 

P) 

n + 1 

(zunachst wiederum rein formal, d. h. gleichgOltig, ob die rechts stehende 
;,Summe^^ eine bestimmte Zahl vorstellt oder nicht), so soli JR„ schlecht- 

eo 

bin der Rest der Reihe heiBen. let danu die Reihe hmvergent 

und 8 ihre Smme, so hat man: o 


( 8 ) 


■B, “* Hm R + j - lim (s,+ - sj 
^->•00 ^ ^->00 


3 — a 




und doher (wegen: lim (,3—sJ-- 0): 


n->-oo 


( 9 ) 


lim R„ — 0, d. h. lim ( lim ■= 0 . 

n->-oo n-><» / 


Diese Beziehung bildet also in dew Siime eine noUoendige Bedingung 
fSir die Konvergenz der Reihe, daB sie zweifellos erfCtUt ist, wenn die 

20 * 
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Reihe konvergiert. Und da sie andererseits auch nur dann besteht, wenn 
die Reihe konvergiert, so ist sie in diesem Sinne auch eine Mnreichende. 
Nichtsdestoweniger muB es als durchaus verfehlt bezeichnet werden, wenn 
man diese Tatsachen, wie nicht selten geschieht^ als Kriterinm fur die 
E^onvergenz in den folgenden Satz zusammenfaBt: ;,Die notwendige und 
hinreichende Bedingung fur die Konvergenz der Reihe besteht darin, daB 
der Best B^^ mit unendlich wachsendem n gegen Null konvergiert.^^ Bei 
dieser Fassung wird namlich in Wahrheit schon die Existenz einer be- 
stimmten als Best bezeichneten ZaM B^ und damit geradezu die Konver- 
gen 0 der Reihe von vomherein vorausgesetzt (denn, falls B^ fiir irgendein n 
eine bestimmte Zahl vorstellt, so gilt das gleiche fur jedes n, da ja die 
Weglassung oder Hinzufagung einer endlichen Anzahl von Gliedern jene 
Eigen schaft nicht aufhebt). 

Will man der lediglich fur eine bereits als konvetgent erkannte Reihe 
bestehenden Beziehung (9) eine wirklich korrekte Form der notwendigen 
und hinreichenden Konvergenzbedingung nachbilden, so hat man zu be- 
achten, daB es sich in (9) um die Beschafifenheit eines gewissen iterierten 
Limes handelt und daB andererseits die Existcns eines solchen keineswegs 
diejenige des inneren Limes erforderfe. Man wird also die Beziehung (9) 
durch die folgende ersetzen: 



von der sich in der Tat nachweisen laBt, daB sie eine hinreichende Be- 
dingung fur die Konvergenz der Reihe bildet.^) Zunachst ist namlich 
ersichtlich, daB diese Bedingung genau dieselbe Tragweite besitzt, wie die 
folgende^): 


(10b) 



- 0 . 


1) Die Notioendiglceit der Bedingung(lOa) bedarf keines Beweises, da ja scbon 
die stdrkere (n9imlich ausdrCloklich nocb das ZusammenfalleiL von 


n + ^ 
lim 

n + 1 


n + Q 

und lim 

^ n + l 


verlangende) Bedingung (9) als noiwendig erkannt wurde. 

2) Man beachte, daB lim | | keineswegs mit | Km | identisoh ist, son- 




9 ->00 


dem den grofieren der Absolutwerte von lim und Hm a darstellt (bzw. beidOf 

weim I lim a. I « I lim a I ). 

^->■00 ^ ^ 
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1st nun diese Bedingung erfullt, so muB zu beliebig kleinem fi>0 ein m 
sich so fixieren lasseu, dafi: 



Aus dieser letzten Beziebung folgt dann weiter: jedem solchen m 
lafit sich. ein (welches im allgemeinen mit m veranderlich sein wird) 
so zuordnen^ dafi: 

ffir: 

in + 1 

Man hat also fiir p == ()^ und (> *= + <? : 

»* + (), ft + + 

m + 1 in + 1 

und hiexaus fur den absoluten Betrag der DiflPerenz dieser Summen: 

«< +(%+ ^ 

2}«'y <« (ff=l,2,3, •••), 

Oder, wenn man m + n setzt: 

2 '^'' I *»•*■» ~®n! ® = 2, 3, •••), 

tJ+ 1 

sodaB in der Tat die KonvergenzbecUngung (5) erfuUt ist.^) 

Man kann schlieBlich der soeben als notwendig und hinreichend er- 
kannten Konvergenzbedingung (10a) noch eine etwas andere Form geben, 
welche darauf beruht, daB im Falle der Konvergenz der Reihe nicht 
nur der iterierte Limes (9) bzw. (10a), sondem auch der entsprechende 
Dqppcllimes verschwindet (woraus dann umgekehrt nach dem Satze (la) des 
§ 43, Nr. 1, S. 284, wieder ohne weiteres das Verschwinden des iterierten 


1) Man kSnnto dieses Resultat auch so aussprechen, dafi allemal, wenn 
Gl. (10 a) besteht, 

lim Uy = lim Uy 

' n+1 ^ n+1 


wild und eine bestimznte Zahl vorstellt. 
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Limes (10a) folgen wiirde). Es soli also gezeigt werden, dafi die Be- 
zieliung: 

n + Q 

(11) lim =» 0, anders geschrieben (s. Gl. (6)): lim =“ 0; 

eine notwendige uad binreichende Bedingung fiir die KoDvergenz der 
Reit® darstellt. 1st namlich diese Bedingung erfGllt, so lassen sich 

auf Grund der Definition eines Doppellimes (§ 40, S. 254, Ungl. (2 a)) zu 
beliebig kleinem « > 0 zwei Zahlen r so fixieren, daB: 

V ^ ^ r, 

d. L: 

(11a) |M,+i + M,+j + "- + »v+g|<-|- fur: 

Dafi diese letztere Bedingung eine f&r die Konvergem der Keihe not- 
wendige ist, geht unmittelbar aus der Yergleichung mit der bereits als 
notwendig erkannien Bedingung (6 b) herror, da sie ja bezvlglich der 
Auswahl von q geringere AnsprQche macht als diese letztere. Nicbts- 
destoweniger erweist sie sicb ancb als hinreichend. Aus (11a) folgt nam- 
lich speziell fQr p’^r nnd p «= r + ff: 

l“in+l+“m+S + "’ + “m+rl <■!■ 

+ b«m+r+<rl < y (®=“ 1 > 2 , 3 , •••), 

und daber fur den absolnten Betrag der Differenz dieser Sammen: 

I **«n+r 4 -l "f" ‘ ’ ’ ■|~**m+r+a I ® (<? -» 1 , 2 , 3 , • • ■), 

Oder, wenn man scbliefilich nocb m -l-r = n setzt: 

l“«+i + «.+s + -” + «,+J<e ((y-1,2,3,-.-), 
anders geschrieben: 

l«„+<r-««l<« far: <r=l, 2 , 3 ,... 
in 'O'bereinstimmuug mit unserer frOheren Eonvergenzbedingung (5).^) 


1) XJnzMnglich, fiir die Eonvergenz wS.r6 es dagegen, weim an Stelle der Be- 
dingang (11) nnr die folgende: 

■= 1™ («n+l + «n+* + ■ • • + «,+ j) - 0 

fdi jedes einzelne, dbrigens aber beliebig grofi zn denkende ^ erfdllt wUre. Denn 
dieser Bedingung wUrde ofienbar sobon gendgt, wenn nur: 


lim u. 


n+l 


> lim u. 


^n+S 


lim u. 




0, 
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4. Setzt man in der notwendigen und hinreichenden Konvergenz- 
Ijedingiing (6 b) spezieE p »» 1, so erhalt man als eine jedenfalls notwen- 
dige Konvergenzbedingimg die folgende: 


d. k: 

( 12 ) 


I®r+i~®»l<2e d. L -(fdr v^n), 

lim ■= 0, 

n ->00 


in Worten: die Glieder der Reihe miissen mit unbegrenzt wachsendem 
Index gegen NuU konvergieren. DaB diese notwendige Bedingung aber 
keine fiir die Konvergenz hi/nreichende ist, erkennt man leicht an dem 
folgenden bemerkenswerten Beispiele. Es werde gesetzt: 

«o = 0> = v = •••), 

also: 


(13) 


'21 


00 

Die entsprechende nnendlicbe Reihe ^ , welche als die harmo-^ 

X 

nische bezeichnet zu werden pfiiegt, besitzt dann offenbar die Eigenschaft, 
dafi ihre Glieder schliefilich gegen Null konvergieren, wahrend sie selbst 
in folgender Weise als divergent erkannt wird. Man hat: 

Q-^) “ w + 1 n + 2 ' 


4- -L 
^ 2» 


JL^ 

2n 


2 ^ 


d. h. schliefilich: 


lim Uy « 0, 
>»->00 


was tatsSlchiicli fdr die Konvergenz nicht ansreichtf wie in Nr. 4 des Textes ge* 
aeigt wird. 

Es wfirde fdr die Konvergenz nicht einmal ansreichen, wenn in der obigen 
Bedingnng q mit n in irgendeiner speziellen von n abhn>ngigen Weise ins IJnendliohe 
wachsen diirfte. Setzt man z. B. fdr v^2: 

” V • Ig V 

nnd pnpn (wo p eine bellebige natdrliche Zahl), so hat man: 


also: 


n+pn 


s ^ ^ ^ ^ g” 

n,n-|-jptt vlgv^ nlgn 


n + t 

11“^ -Rn m 4 .«« ““ 
n,n+i)n 


JL 

lg»’ 


liTicbtsdesliOweniger i«i: die betreffende Beihe divergent (s. § 48, Nr. 8 am Ende, 
8. 828). 
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wie grofi auch n angenommen werden moge. Daraus foigt aber, daB 
lim “ + oo (da die monoton znnehineiide Zahlenfolge ( 5 ^) nicht der 

Konvergenzbedingung (5) geniigt). Wegen: 


n n n n 



ergibt sich dann weiter, dafi aueh die Reibe der reziproten gcradm bzw. 
tmgeraden Zahlen nacli + also eigenUich divergieH. 

Im ubrigen batten wir die Divergem der harmonischm Reibe auch 
ans der frtlher bereits abgeleiteten Beziehung (s. § 34, S. 207, Gl. (7), (9)): 

(15) lim {$„ — Ig (M + 1)) = r 

n-^co 


erschliefien konnen, da ja y eine endliche Zahl vorstellt und lim Ig (w+1) =+ oo 
ist, also auch lim = + oo sein muB. 

n*>oo 

5. Die friiber ausfuhrlicb betracbteten unlegremtm systemaiiichcn 
Briiclie stellen offenbar lediglich eine spezielle Klasse von konv,erg(intm 
unendlichm Beihen vor. Eine Beziebung von der Form: 


(16) cr = [<?J = (a^ + - 5 " H — + ^v) 

tonnte also jetzt durcb die folgende ersetzt werden: 


(«) '‘-St-- 

0 

Ebenso definiert jede der beiden Zablenfolgen (n = 1, 2, 3, - • 

» t 

«, = 1 +2 vro: Ums„ = e (§ 33, S. 204, Gl. (20)), 
y„=^»(7-lg(l+7)), wo:Jua7. = y (§ 34, S. 207, Gl. (8), (9)) 


(18) 


eine Tcomerg&nte unendliche Eeihe, sodaB man die in diesen Gleichangen 
enthaltenen Anssagen jetzt auch folgendermaBen schreiben kann: 



(§ 15. 01- (9), s. 88), 

1 0 



Nr. 6. 


§ 44. Konvergenz und Divergenz tinendlicher Reihen. 


301 


Ein einfaclies Beispiel fiir alle in Nr. 1 fiir m5glicli erkannten Falle 

der Konvergenis und Divergent liefert sodann die unbegrenzte geometrische 
00 

Progression wo a eine beliebige positive oder negative Zahl be- 

0 

deutet. Aus der fiir jedes a geltenden Identitat: 


(l~-a)(l + ^« + -*- + a”) =* 1 - 

folgt zunacbst, daB fiir jeden Wert cc auBer a = 1 : 

(20) = l + « + + = 

1st zunacbst | (r | < so bat maU; Tvenn etwa; 

( 21 ) ' ' ‘ 

gesetzt wird: 

( 22 ) 






1 — a 


\n + l 


i + ? 


< 


1-|«| =(l + ft«+‘ § /f(l + «/S)’ 


und da der letzte Ausdruck durcb Wabl eines binlanglicb groBen Wertes 
von n beliebig klein gemacbt werden kanU; .so folgt aus 01. (20); daB in 
diesem Falle: 

(23) = 


d. h. die beireffende Beibe ist Jconvergent nnd ihre Summe s = jlTiJ ’ 
dagegen | a | > 1 und aufierdem a > 0, so kann man setzen: 

(24) a==l + /S> "wo: |5>0> 

und ee ergibt sicb: 

(26) _ _ ■.(! > I . , 1 + („ + 1)^1, 

also: 

(26) lim s, = + oo, 


d. b. die Beibe ist alsdann eigmdich divergent. 

Dies gilt fibrigens ancb nocb im FaUe a 1. Hier rerliert zvar die 
sonst zuT* Darstellung Ton geltende Formel (20) ibre Gultigkeit. Man 
findet aber ffir a = 1 obne weiteres: 

(27) =« » + 1, also: lim s, — oo. ^) 

rt-^-oe 


1) Offenbar batte man bierans ancb die eigentlicbe Divergenz von ba 
Falle a>l kurzer erscbliefien kOnnen, als mit Hilfe der Snxnmationsfoimel (20). 
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Ist femer | «; | > 1 and zugleich a < 0, also etwa: 

(28) a = -(l + p), wo: j8>0, 
so wird: 

( 29 ) 

sodafi also absolut genommen mit n ins Unendliche wachst. Dabei 
ist s„ allemal posUiv, wenn n gerade, negativ^ wenn n ungerade: die Reihe 
oszilliert also in diesem Falle in den Grenzen — oo und + oo . 

Es bleibt schlieBlich nock der Fall a = — 1 zu untersuchen, fiir 
welcben znnachst ans GL (20) sick ergibt: 

(30) + 

Man hat also f&r jedes ungesrade ni 0, dagegen fOr jedes gerade n: 
==■ 1, und daher auch: 0, lim s, = 1, sodafi also die Beihe in 

n->oo n*>oo 

den Grenzen 0 und 1 osaiUierL 

6. Unmittelbar ans der Definition einer konvergenien Beike und den 
a.Ugenieinen Begeln fiber das Rechnen mit Grenzwei*ten ergeben sick die 
folgenden Satze: 

1) Bedeutet k eine beliebige positive oder negative Zahl; so konver- 
giert gleichmtig mit der Reihe auck die Reihe ^k-u^ tmd man hat: 


(31) 

0 0 

Insbesondere ist also, wenn man A; ■= — 1 setzt: 

(32) ^ (- «,) ^ • 

0 0 

2) GUichmUg mit den beiden Reikeii kmvergiert auch 

die folgende: + bzw. — vj, und man hat: 


^ ± 2 (“v ± »r) • 


Das analoge gilt offenbar fdr jede endliche AmaM von konvergenten Beihen. 

3) Setzt man: 

«o + «i + • • • + V = Di 
“mj+l + H b = Cj 


+ **- 4.1 + 
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SO konvergiert mit der Reihe auch die Reihe und man hat: 

<34) 

1 0 

Denn setzt man: «„ + Mj H 1- CTi + H h D’n =“ so wird : 

<35) = also: Hm <S, = lim s =- lim s,, . ») 

v-^ao i»->oo r-^oo 

7. Wir wollen an dieser Stelle noch einer Bezeiehnungsweise Er- 
yyahnung tun, von der wir spater gelegentlich Gebrauch machen werden. 
Es bedeute: 

W_i, W_2, M_j, • ■ • 

«iue unbegrenzte Zablenfolge, so gebt ans dem in Nr. 1 gesagten bervor, 

oo 

was man unter der unendlichen Reihe: zu verstehen hat, und es 

1 

bedarf auch keiner weiteren Erlauterung, daB man dieses letztere Symbol 

— 00 —1 

auch durch das folgende: oder auch: zu ersetzen pflegt. 

-1 “00 

00 

1st sodann nocb die nnendlicbe Reibe ^ vorgelegt, so scbreibt 
man konsequenter Weise: o 

•foo 00 00 

fiir: 

-00 10 
+ 00 

Eine Reihe von der Form beiBt also dann und nur dann ifcon- 


vergentf wenn jcde der beiden Reihen konvergiert^ in jedem 

anderen Falle divergent i o 

1) Man bemerke, da6 Aeser Satz nicfit sclilechtHiin^ sondem nur in folgender 
Weise umJcehrhar ist: Wenn aufier der Reihe ^Uj, auch die Reihe ^on- 

vergiert, so hat man: 

0 1 

Dagegen braucht noch Tceineewegs zu konvergieren, wenn auch kon- 
vergiert; denn aus der Existenz eines bestimmten folgt ja noch keineswegs 

diejenige von lims^, 

V ->00 ae 

(Einfachstes Beispiel: «,,=»( — 1/, also wie bereits gezeigt, in den 

00 0 

•Grenzen 0 und 1 oszillierend, dagegen f Ug ^ *. x == ^'Iso konvergent.) 

0 
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Mit anderen.Worten: Die Bedeutung des Symbols ^ wird durch 
die GUeichimg dargestellt: 

•f>do m n 

(36) 5 5?“-*' + 2r «. 

fn->oo »->ao 

•^00 1 0 

-lim 2?w,, 

— iw 

-wo m xmd » tn toiWiurlicher Weise and undbMngig voneindnder ins 
Unendliche -vracbsen. Wenn dieser letztere De^jj^Zlimes als endlicbe Zabl 

+ » 

existiertj so f allt er offenbar mit dem einfachen Grenzwerte lim ^ za- 
sammen, und man hat in diesem Falle: -» 

(37) 

n-^eo 

—aft — » 

Dagegen darf man ni(M umgMirt diese letztere Beziehung als J)e- 

+» 

finitumsgleichung fiir das Symbol betrachten und aus der Existmz^ 

—eft 

+ » 

and Endlidikeit des Grenzwertes lim ^ u, aaf die Komergme der mit 

+ao — » 

zu bezeichnenden Reihe schlieBen. 

— ftO 

So ist z. B. ^ 2 y ~ :j r i ' divergent, da jede der beiden Beiben 




divergiert. Hingegen hat man: 


’tn ^ n n 
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§ 46. Anwendnngen des Cancliyselien Grenzwertsatzes (§ 37) nnd 
seiner Terallgemeinemng anf nnendliche Beihen. 

1. Nach dem Cauchyschen Satze in § 37, Nr, 3 (S. 230, GL (14)) 
hat man: 

(1) lim^ = lim(a„-a„_i), 

n->-oo n-yeo 

sobald der redtts auftretende Grenzwert im weiteren Sinne eanstiert. 
Eisetzt man jetzt a, dnrch s^, wo: 

(2) s„ = Mo + Mi + --*4-«„, also: 

SO ninimt GL (1) die Form an: 

(3) lim^-lim»„ 

n->« " ii<>-eo 


Oder auch (wegen: ~ ^ j • ^ und lim = 1): 

o f» « + l « n ' 


(4) li,. fa 

«->oo w-fx 

in Worten: 

Dos arithmetische Mittel einer unbegrenst wachsmdm 
AruscM idiebiger reeUer Zdhlen u, besitd den Grenew&i Km w„, 
sobald dieser letetere im weiteren Sinne exisHert. 

(Beispiele: , 

Hierzn sei noch bemerkt, daB — geradeso wie bei der ursprang- 
licben Form des Satzes (1) (vgL § 37, Nr. 3 am Schlnsse) — die JExistene 
des erden Grenzwertes ieineswegs umgekehrt aUemal diejenige des eweiten 
nacb sicb zieht. 

(Beispiele: «,=■(— 1)*, also: s,«_i-0, lim^ — 0; da- 

- 4S*>d0 

gegen: ]im«„-= — 1, lim «, = -}- 1. 

M^eo H-yoo 

Femer: », = (— I)'* ^ ((v -f l)(v -f 2)), also: 

^am-i 2*3*4-6 ••• 2w»(2m + l) 

®Sm ■^g.S ••• 2f»-(2OT-4-l) 

d.b.s,=(— l)"-lg(»+2),Km^=0; dagegen: ]im«,=— 6o, IMm,— f c».) 


' Hm M„ 
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2. FaBt man speziell den Fall ins Auge: lim = 0, so liefert die 
Relation (4) den folgenden Satz: 

Filr jede unmdliche Beihe mit scldiefilich gegen Null hon- 
vergierenden Oliedern ist: 

S + ^1 H 1" _ A 


( 5 ) 


lim , ,, 


inshesondere also auch dann, teenn die Beihe eigentlich diver- 
giert Oder ein unendliehes Oremintervall besUst.^) 


(fieispiel: = und: lim— — 0, wie 

0 

sich leicht mit Hilfe des Besultates § 34^ S. 207, Gl. (9) Terilizieren l&fit. 
Damach hat man namlich: lim («„— lg(w + 1)) =■ y ; also : lim _ 0, 

n->oo W-f-1 

und wegen: lim — -• 0, scliliefilich auch: lim — x v “ 0.) 

Schreibt man ferner in Gleichnng (4) s, statt so ist die fdr 
ihre Gtiltigkeit erforderliche Bedingung, dafi lim s„ im weiteren Sinne 

existieren soUe, gleichbedentend mit der Komergmss oder eigentlicherir 

eo 

Divergena von Man erhalt also den Satz: 

0 

Fur jede konvergente oder eigentlich diver gente Beihe 
hesM die Beziehung: 


( 6 ) 


n->«i + 

oder anders geschrieben: 




(6.) _iiy_gl+i) 3+«:“.^+-; + Ja.:a±l3. _ 1™^+,^+...+..). 


1st nun speziell hmvergent, also lim («o + % + ••• + «,) ^ine be- 

stimmte Zahl, so lafit sich die letzte Beziehung auch in die folgende Form 
setzen: 

jm - ( ■ + ■ . :S ) _ 0, 


1) Im Falle der Konvergenz bzw. Esdsfcenz eines endUcJien Grenzintervalls ist 
die Beziehung (6) offenbar selbstverstandlich. 
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Oder auch, wenn man alles unter den Nenner n + 1 bringt xmd schlieB- 
lich nocli^ der Symmetrie zu Liebe^ diesen durch n ersetzt: 

n\ i™ + + _ n 


3. Nach dem eben gesagten bestehen fiir jede ’konv&^gente Seihe 

0 

soferu man deren Summe mit s bezeicbnet, die leidm Beziehungen: 

(6) lim = s (d. h. = irgendeiner bestimmten Zahl), 

n->oo W -f- 1 

(7) Urn +11- +_?LL«» „ o. 

Jede dieser Beziehungen ist also eine notwmdige fiir die Konvergmg^ 
aber keine allein erweist sich als ausreichend. Der Bedingnng (6) ge- 

ndgen z. B. unendlich viele innerhalb endlicher Grenzen osaillierende'Reihe'ny 
00 

wie ^»(— 1)’'0> Bedingtmg (7) jede divergmte Beihe, fQr welcbe 
0 

lim » • = 0 ist.‘) Dagegm sind heide Bedingungm zusammen aitch 

hinreichend dafUr, dafi konvergiert, und etoar gegen die 

0 

Summe s. Ersetzt man nSmlicb in (6) den Index « durch » — 1 und 
beachtet, daB: 

®o + + • • ' + ®»-» “ + (*» ~ H !■ 1 • “»-i > 

so folgt durch Addition von Gl. (7): 

i;™ w«a -I- wWi -I h « • __ „ 




1) Man findet in dieeem Falle; 


Jr. — 5^+1 — T- 


2) Z. B. M, = , TgL § 48, Nr. 3 am Bade (S. 828). 
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Es sei noch ausdriickKch bemerkt, dafi aus (7) allemal folgt: 


lim == 0. 

n 

«->oo 


Ersetzt man immlicli in GL (7) n durch (n — 1), bo folgt, dafi fur jedes 
belie1)ig Meine s > 0 bei passender Fixierung einer unteren Schranke 
fdr » die Ungleichung bestebt: 

Da sodann auch: 

+ + — 1) •**»-! "I" w 1 < we, 


80 folgt dnrcb Subtraktion: 

I «•»„!< (2«—l)e, aho a fortiori: 


d. h. scbliefilioh: 


lim =«= 0. 

91 ->-00 


|M,|<2e, 


4. Die Konvergenzbedingung (7) gestattet nock die folgende Ver- 
allgemeinerung. Nach dem allgemeinen Grenzwertsatze § 87, Nr. 4 (8. 231, 
GL (17), (18)) bat man: 


( 8 ) 


O' • fit - *■" 

lim -gi = lim 


(X « 

K-i 




falls der anftretende Grenzwert etidlich ausfallt und die den Be- 
dingnngen genQgen: 

n 

1 

Setzt man jetzt: 


( 9 ) 


lim lb. 


oo, 


lim 


( 10 ) 



Sr- 




also: 


lim = lim 1 - lim s„ , 

n-^-oo ’'n — 1 n->-c» n->oe 


80 bat man znnacbst: 

^r ^r— 1 (^r ^r— l) * f 

und, wenn man bier der Beibe nacb v =- 1, 2, • • -, « substituiert und die 
betreffenden Gleichungen addiert: 

n ’ 

(11) +2 (K-K-l) ■ Sr-v 

1 

Durch EinfQbrung der Beziebungen (10) und (11) in Gl. (8) ninunt 
der obige Grenzvertsatz, wenn man noob beacbtet, dafi lim ^^0 zu 

n-^o> "n 
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setzen ist^ die folgende Form an; 

n 

( 12 ) = 

n-^co n n->>oo 

8ofem Urn als endliche Zahl existieri und die den Bedingtuigen (9) 

n->co 

geniigen. 

Die auf der linken Seite von Gl. (12) anffcretende Summe l^Bt sich 
nun aber in folgender Weise umfonnen^): 

n n n 

1 11 

tt »-l 

1 0 
n 

=* K(^r-l ~ O + ~ ^0 *0 

= M. — (^0*0 — • 

Daraus folgt welter: ^ 

n n 

(13) = Ums„-limf 

n-J^oo n-^co n-^op f 

und Bomit dutch Yergleichnng mit (12): 

n 

(14) =■ 0. 

n-^cD ' 

Setzt man sebliefilicli noch; 

Sq «= Wo, im tlbrigen: =» w,, 

also: 

Wo + H + Wp, 

aodaS jetzt die vorausgesetzte Existmz eines endlichen lim mit der 

»->-oo 

Komergem der Beihe zusammenfSllt, so liefert &L (14) die folgende 
YeraUgemeinemng des Satzes GL (7): 

Fur gede honvergente Beihe ist: 

(16) Urn + » 0, 

»->oo °n 

sof&r» die by den Bedingmgm (9) geniigen. 


1) tlber die hierbei benfitzte, von Abel betrOhrende TransformatiouBmethode 
Tgl. § 69, Nr. i. 

PTlng.heim, Vorleamigw. I, S. 
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Da das letztere speziell fiir jede positive, mit v monoton (niemals ab- 
nehmend) ins TJnendliche wachsende Zablenfolge (Jf,,) der Fall ist^), so 
ergibt sicb noch: 


( 16 ) 


Fur jede Tconvergente JieiJie ist: 

lim -^0 “o + -^1 - I ^ = 0. 


Die spezielle Annahme M^ = v fuhrt dann wiederam auf Gl. (7) 
zordck. 


Eapiiel 11. 

Seihen mit lauter positiren Gliedern. 

§ 46 . Allgemeine Eigenscliafteii. — Dubedingte Konvergenz. — 
Summen unendlich Tieler Reihen mit positiren Gliedern. 

1. Wir betrachten zunSchst tmendliche Beihen von der Form , 
■wo far jeden endlichen Wert v des Stellenzeigers: ay>0 ist.®) Eine 
solche Reibe kann offenbar nor Tconvergieren oder eigendie^ divergieren 

n 

(namlicb nach + oo). Denn die Zablen bilden bier eine mit 

0 

wacbsendem n monoton mn^mende Folge, sodaB lim entweder einen 

w ->00 

l)estmmten positi/oen Wert besitzt oder positiv unendlich grofi wird. 

Daraus folgt insbesondere, daB bei Reihen dieser Art stets auf die 
Konvergenz von geschlossen werden kann, sobald nnr feststeht, daB 

ft 

fiir alle Werte von n mter einer fasten Schranhe bleibt. 

0 

Und ferner; Ist Convergent, bo Iconvergiert auch jede Beihe von 
der Form wenn (mj eine beliebige aus der Reihe der Zahlen v 

herausgehobene Zahlenfolge bedeutet. 

1) YgL § 37, S. 281, Fufin. 1. 

2) Der Yollsl^digkeit balber eei bemerkt, da3 die Reaultate diesea Fara- 
graphen offenbar anch gffltig bleiben, wenn eine helidnge (eventuell anch unbe- 
grengte) Anzabl von Gliedem «> 0 ist. Das gleiche gilt bezdglich der sog. 
Dirergenz- und Konvergenzkiiterien erst&i^ Art (a. den folgenden Paiagiaphen), wa.h- 
rend bei der Bildung der Kriterien isweiter Art die ay ala durchweg von Null ver^ 
schieden anzunebmen sind. 
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Wahrend hiemach jede aus einer Iconvergenten Reihe (mit positiyen 
Gliedern) herausgehobene Reihe wiederum Iconvergiert^ so darf man nicht 
etwa schliefien^ daB jede aus einer divergenten Reibe berausgebobene 
Reibe aucb divergieren miisse. Dies gilt nur dann obne weiteres, wenn 
die Glieder stets oberTialb einer festen Scbranke bleiben. 1st dagegen 
lim **> 0 oder aucb nur lim =* 0, so lassen sicb aus der divergenien 

j’->00 if>>ao 

Beihe stets auch (unbegrenzt viele) hmvergente Reiben herausbeben. 
Denn nimmt man eine konvergente Reibe mit positiyen Q-liedern 
ganz willkurlicb an, so kann man aus der Folge (a,,) eine andere (a„^) so 
herausbeben, dafi o„,^< e, (v = 0, 1, 2, •• •) und daber Tconvergiert. 

(So lassen sicb z. B. aus der divergenien Reibe uuendlicb viele 

komergente Reiben von der Form herausbeben, wo m jede ganze 

Zabl > 1 bedeuten kann.) o 

2. Es erscbeint wichtig, festzusteUen, dafi die Konverge/m einer Reibe 

der betracbteten Art, sowie aucb der Wert ihrer Sumnie durcbaus undb- 

00 

hangig ist von der Anordmng der Glieder, d. b.: Ist =* A, so ist 

oo 0 

aucb stets A, wenn man unter (wj eine Zablenfolge verstebt, 

0 

die aus der Reibe der Zablen 0, 1, 2, • • •, • • • in der Weise bervorge- 

gangen ist, dafi jede Zabl v einmal und nur einmal in der Reibe der 
Zablen vorkommt. 

Man pflegt dieses kiirzer so auszusprecben: Eine komergente Reihe 
mit jpositiven Gliedern ist siets unbedingt konvergent. 

Urn dies nacbzuweisen, werde gesetzt: 

k k 

(1) ^ 2 »«, ” A'- 

0 0 

Bedeutet dann (i eine bebebig grofie positive ganze Zabl, so kann man 
stets eine positive Zabl v^fi finden, sodafi A^ aUe Glieder entbalt, welcbe 
in A^ vorkommen. Daber ist fur jedes g , : 

(2) 

worauB sofort die Existenz eines bestimmten lim Al^ * -4 , also die Kon- 
vergerns von r^sultiert. Zugleicb ergibt sicb aus Ungl. (2), dafi: 

(3) A' £ A. 


21 
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Andererseits kann man, nachdem jetzt die Konvergen0 der Beihe 

CD OP 

bereits festsiebt, die ursprQnglicbe Beihe als eine Diw* 

0 0 

ordnung dieser letzteren betracbten und sodann in analoger Weise er- 
scblieBen, dafi: 

(4) A^A'. 

Durch Eombination von (3) tmd (4) ergibt sich daher:. 

A'^A, 


( 5 ) 

d. h. scbliefilicb 

( 6 ) 


OP qa 


womit die Bichtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung er- 
wiesen ist. 

Zugleich folgt hierans ohne weiteres, daS eine Beihe xnit positiven 
Gliedem, welche in irgendemer Anordnnng divergiert, in jeder Anordnung 
divergieren muB. 


3. Man kann den Begriff der j^Umordnung^^ einer nnendlichen Beihe 
auch noch wesentlich vreiter fassen, als zuvor. Jede unendliche Beihe 
lafit sich ja — nach Art jeder beliehigen nnbegrenzten Zahlenfolge (s. § 39, 

S. 247) — in irgendeine besHmmte oder auch in eine mbegrenjste An- 

00 

zahl von nnendlichen Beihen zerlegen (z. B. in die n Partialreihen: 

OO OP CO 0 

Beniitzung des 

0 0 0 

Beispiels in § 39, Nr. 1 (S. 249), in die' mbegremte AnzaU Ton Partial- 

00 OP QO OP 

reiben: ‘ 

0 0 0 0 
dereu Qesamtheit zonScbst rein formal eine Unnordmmg der ttrsprflng- 
licben Beibe darstellt, msofern die Qlieder beider Anordnnngen aicb 
gegenseiUg dndeuHg ant^&ihen. Es bestebt dann aber ancb der fol- 
gende Satz: 


Zerlegt man eim leonvergente Iteihe mit positmen Gliedem: 

00 

a^^^Ain eine besHmmte oder nnb^engte AneaM (n hzw. oo) 

0 

von Particdrmhen, so Ttonvergiert jede dersethen gegen eine hestimmte 
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Summe (y »= 0, 1, 2, • • ■), und die Gesamtsumme d&r A^^^ be- 
sitzt den Wert A, d. h. es ist: 



A. 


Um diesen Satz gleich ffir den allgemeineren Fall einer unbegrenzten 
Anzahl von Partialreihen zu beweisen, moge die vorgenommene Zer- 


legnng von dutch das folgende Schema daigestellt werden: 

0 

/ (a«W + + • • • + a W + . . .) 

+ + • • • H" + • • ') 

+ • • • + a® + • ■ •) 

+ "I" <*1^’’^ "f" + ■ • • + + • • •) 

^ + 


wobei allgemein: 

(8) +„,«+<„(•>+...+ oM _ (i; " J’ 

gesetzt werden moge. 

Alsdann folgt ziumchst aus der Komergme der nrsprOnglichen Beibe, 
daS anch jede Partialreibe, insbesondere jede solche, welche eine Zeiie 
des obigen Schemas bildet, konvergierm mufi^ sodaB man setzen kann: 



(9) (x,-0,l,2,.-). 

^->00 ^ 

Man kann nun wiederum einer beliebig klein vorgeschriebenen po- 
sitiven Zahl a eine positive ganze Zahljp so zuordnen^ daS: 

jp 

(10) A-J^<s (wo: 

0 

wird, Bodann zwei positire ganze Zahlen m, n so jSzieren, daB der Ans- 
druck: 

H + 

(A h. diejenige Summe des Schemas (7), welche begrenzt wird durch die 
&lieder der (m -f 1)*“ Kolonne und der (« + 1)*“ Zeile) und umsomchr 
der folgende: 

far: 
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alle Glieder enthalt, welche in Yorkommen. Man hat also mit Be- 
rucksichtigxmg von UngL (10): 

(11) + A’'^^ ■\ 1- '^A^> A — a far: v'^n. 

Andererseits enthalt diese Summe nur eine hegremte Anzahl Yon 
Gliedem aus der Reihe und liegt daher sicher nnterhalb A, sodaB 
die doppelte IJngleichung besteht: 

(12) A > A^^ + H h >A~s v'^n). 

LaBt man hier fi ilber alle Grenzen wachsen, so folgt mit Beniitzung der 
in 61. (9) eingefiihrten Bezeichnnng: 

(13) A > + ^0) + . • . + ^ 5 (t'^ w). 

(NB. Man miiBte eigentlich nach der far solche Grenzubergiinge geltenden 
Regel zunachst schreiben: A ^ A^^^ d — • + A^''\ Das Gleichheitszeiohen 
erscheint indessen, falls wirklich imlegrenzt viele nicht durchweg aus 
NuUen bestehende Partialreihen vorhanden sind, fiir jedes hestimmte v 

definitiv ansgeschlossen, da ja H h A^^'^ fiir jeden grojieren Wert v 

wiedemm nooh mnimmt) 

Fiir V — 6o ergibt sich, da infolge der Monotonie Yon 

^(0) + ^(1) + . . . + ^(r) 

der betreffende Grenzwert sicher exisUert, des weiteren aus TJngL (13): 

OD 

(14) A^^Ai*^>A-s 

0 

xmd, da e beliebig klein gemaebt warden kann, scbliefilicb: 

00 

(15) 

0 

Setzt man hier noch fiir j 4W seinen Werfc ein nnd schreibt: 



statt: 


,W 


so ninuut GI^L (15) die Form an: 


(15a) 



0 0 


A. 



§ 46. Sanunen unendlioh. vieler Beihen. 
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Sind im ganzen nur n Partialreihen vorhanden, so tritt offenbar an die 
Stelle der Ungleichung (12) die folgende: 

woraus dann fiir ► cx) folgt: 


A ^ + ^( 1 ) + • • . + ^(«) >A--s, 

und scblieBlich: 

(16b) 

0 0 0 

Hiermit ist zunachst der oben ausgesprocbene Satz bewiesen. 

Man bemerke femer^ dafi das analoge Besuliat offenbar auch gilt; 
wenn man in dein Schema (7) zunachst jede Kolonne zu einer (wegen 
der Konvergenz von stets konvergierenden) Reihe: 


(16) O» = 0,l,2,...) 

0 


zusammenfafit. Alsdann wird auch: 


( 17 ) 


Die Torstehenden Eesultate sind zunachst noch insofern einer Yer^ 
allgemeinemng fahig, als man jede der jEteihen wiedemm in eine 

endliche oder nnendliche Anzahl Ton Partialreihen zerlegt denken kann usf. 
Es folgt dann in ganz analoger Weise, daB bei beliebiger Anordnung 
der wachsenden Summationen immer Trieder der Wert A zum Yorschein 
kominen muB. 

4. Es erscheint zweckmaBig, an .die Torstehende XJntersuchnng noch 
die folgenden Bemerkuugen zn kndpfen. 

Es sei statt der einfach uneiuUichen Beihe von romherein das 
jswafach wnendliehe Schema voigelegt: 


( 18 ) 


ao(®> + + 1- <»;*> + • • 

+ + • • • + + • • 

+ 

+ fltjM + oiW + • • • + o;») + • • 

' + 
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Wenn dann jede ZeUe bzw. jede Eolonne eine Tcomergente^e^hei bildet 
nnd die Beihe der Zeilensummm bzw. der Kohnnensummen gleiclifall» 
konyergiert^ sodafi also: 

(18a) 

0 0 0 0 

so stellt das Schema (18)^ in diesem Sinne genommen, eine Jconvergente 
Beihe vor, deren einzdne GUeder selbst wiedemm Jconvergente Beihen sind. 

Andererseits kann man die Glieder des Schemas (18) auf unendlioh 
yiele Arten zu einer emfach-unendlichen Beihe anordnen^ am einfachsten^ 
indem man dieselben „nach Diagonalen^^ geordnet anschreibt: 

(19) + * • 

. . + a^(v) + + . . . + + • . . 

Oder auch^ indem man die Glieder jeder ^^Diagonale^^ zn einem einzigen 
zusammenfaBt: 

oo 

(20) ^ wo: 6, = OoM -|. (. o^( 0 ). 

0 


Dann laBt sich zeigen, dafi diese ans den samtilichen Gfliedern de» 
Schemas (18) gehildete einfach unendUche Beihe gleichfalls gegen den> 
Wert A konveigiert, sobald eine der 3Ieichungen (18a), (18b) als gbltig 
Torausgesetzt wird.^) Bestebt z. B. die Gl. (18a), so hat man: 


(21a) 


2 ^*^2 S '" < 2 2 ^ ^ 


nnd analog, wenn Gl. (18 b) gilt: 


(21b) 2 ^^^ 2 2 ''^^^ ^2 2 '*^^*^'^’ 

0 0 0 0 0 

n 

sodafi also die ans lauter positiyen Gliedem bestehende Summe ^ 6,, steta 

00 ^ 

nnter einer endlichen Grenze bleibt nnd somit die Beihe zunSchst 

0 

hofwergiert, wobei es freisteht, auch die einzdnen Glieder als Glieder der 


1) Darans folgt dann xoit Beniitzung des Satzes von Nr. 2, dafi jede einfach 
anendliche Eeihe, welche die sllmtliclien Glieder des Schemas (18) enthalt, gegen 
die Summe A Jconvergiert. Denn jede solche Beihe kann ja als eine Umordnnng: 
der Beihe (19) iin Sinne von Nr. 2 angesehen werden. 



Nr. 1. 
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§ 47. Prinzip der Beihenvergieicliniig. 

Reihe aufzufassen (Schema (19)). Fafit man jetzt aber das Schema (18) 
als eine Zerlegung der nunmehr als Twnvergmb erkannten einfadien 
Reihe (19) auf, so folgt anmiUelbar aus den Ergebnissen der vorigen 
Nummer, daB: 





womit die fragliche Behauptung erwiesen ist. 

Da im iibrigen, falls an SteUe der Gleichung (18a) oder (18b) die 
00 

Grleichnng: ^6^ =* A voromgesetgt wird, die Existenz der beiden Glei- 
0 

chungen (18a), (18b) wieder ohne weiteres aus der vorigen Nummer 
folgt, so kann man die bisherigen auf die Konvergenz des Schemas (18) 
beziiglichen Resultate in folgender Weise zusammenfassen: 


(23) 


Von dm drei Qleichungen: 

00 

'^y H 1- = A (Be^derDioujonalen) 

0 


OO 00 



0 0 


giM jede einselne die Existens der beidm anderen ttoch sich. 


§ 47. Prinzip der Beihenrergleiehnng. — illgemeine Form 
Ton Dirergenz* nnd Eonyergenzkriterien. 

1. Zur Peststellung der Divergene oder Konvergeng einer beliebig 
vorgelegten Reihe (mit positiven Gliedem) dient die Vergleichimg ihrer 
Glieder mit denjenigen einer hereUs als divergent oder Tconvergent er- 
homndm Reihe. 

Bezeichnet man generell das „allgememd‘, d. h. zu einem beliebigen 
Index V gehdrige Glied einer als 
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divergeat erkaunten Reihe mit oder ^ , 
konvergent „ „ » c, „ 

so ist leicht zu ersehen, dafi eine beliebig vorgelegte Reibe allemal 

(la) divergiert, wenu: ^ ‘ I fOr v ^ 

(lb) konvergiert, wemi: J ~ 

Dabei bedeutet n eine beliebige, aber feste ganze Zahl ^ 0, jp eine gleich- 
falls beliebige, aber feste positive oder negative ganze Zahl einschUefilich 
der Nidi] g nnd & endliche, wesentlich positive Zahlen, von denen 
hbrigens die erstere beliebig Mein, die utoeite beliebig grofi ar^enommen 
warden darf. 

Setzt man namlich in jeder der obigen XJngleichnngen der Reihe 
nach: v — «, » + 1, • • •, (« + p), so folgt durch Addition der entsprechen- 
den Ungleichungeh: 

w-f g n + g 

ans (la): 2 »,+p ^ ^ 2 . 

n n 

« + g «4-g 

ans (lb): ^ ^ G c,, 

n n 

n + g 

d. h. infolge dc- fiber die d^ nnd c, gemachten Voraus- 

n 

setzungen ira ersten Palle durch Wahl von n beliebig grofi^ im meiter 
beUebig hlein, woraus die Richtigkeit der ausgesprochenen Behauptun^, 
hervorgeht,^) 

Setzt man die Ungleichungen (la); (lb) in die Form 

f • «»+!, ^ 9' Bvoergme I , 

1 G: Kovmergms j 

BO lessen sich diese wiederum noch durch die foigenden ersetzen: 

• ®,+, > S', Ah. >0 : Bivergens, 

lim C„ • a, . - <.G, d. h. nvM oo : Kmv&rgene, 

V ->00 


1) Man kann dieses Resnltat anch folgendezmafien anssprechen: 

GleicheeiHg mit den Beihen 2^^ divergieren bzw. komergieren aaoh 

die foigenden: ^g^d„, wenn die die e,gff<oo. 




Nr. 1. § 47. AU^emeine Form voa Bivsigenz- und KoiiTerg6iizkxiteiio&. 

Oder etwas kiirzer geschrieben (vgl. § 36, S. 220, UngL (40)): 

lim 2^, • o,+_ > 0 : Divergene, 
lim Cy • < oo : Emvergeng. 
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(4) 


Die in den Ungleichungen (1) — (4) zur Entseheidnng der Divergenz 
oder Konveigenz von dienlicben Beziehungen werden als Divergem- 
bzw. Konvergenekriterien und zwax zum Unterscbiede von sogleicb nocb 
naher zu definierenden anderen Formen als Kriterien erster Art be- 
zeichnet. 

Bin Eriterium von der Form (4) "wird offenbar versagen, falls far 
die getroffene Wahl der 2),, (7, gleichzeitig: 


(5) 


lim D„ - a 


V+p 


0 , 


lim 0, ■ = oo . 

v^eo 


Die MogUcMeeit, in einem solcben Falle wwkswmere Kriterien aufzn- 
stellen, wird gegeben sein, sofem es gelingt, stets eine divergente Reihe 

, bzTv. eine konvergente ^ -^ ’anzngeben, sodafi: 


( 6 ) 

und daher auch: 




(7) 


I>r •ay+p>-^r‘^v+p> also mogltcJierweise: lim.I>y'-a^+p>0, 

^v+p> 7> >y 


lim C!,'-a,+,<oo- 

r-^-oo 


1) Anders ausgesprochen: Jede Beziehung von der Form: 


linn D • CL , ==! 0 


bildet eine notioendige Bedingnng fSr die Kowoergem, jede von dot Form; 


lim G, • a, . -= oo 

V->-00 


eine notioendige Bedingnng fur die Divergenz der Reihe Dabei mnJB also, 

wenn die betreffenden Ghrenzwerte dberliaupt existieren, im ersten Falle geradeasn: 


Hm D„ • a. 


V ^v+p 


0, 


im zweiten: 


lim . a^. =* oo 

V->O0 


sein. 
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2. Statt die GUeder direkt mit den zu vergleichen, ist e& 

nicht selten fUr die Bechnmg 'bequemeTy den Quotienten (welcher 

offenbar iiber die relative Ab- oder Znnabzne der Reihenglieder ent 
d e ^ ^ 

scheidet) mit bzw. — ^ in Beziehung zu setzen. Hierzu soil der 

®r + l ®v+l 


folgende Hilfssatz dienen: 


( 8 ) 


Sind (g,) gtod imbegremte Folgen positiver Zaldm 
(die fur v—*ao ouch den Qrengwert 0 haien diirfen) und ist 
fur v'^n: 


o„ . . 0_ . . 



so gilt fur v^n die Beeiehmg: 

( 9 ) 

U30 h eine getoisse positive ZcM bedeutet. 

Beweis. Aus der Yoraussetzung (8) folgt zunachst fiir t/ ^ n: 


Py-l-l \ Pv 

2.+1 ^ 

und daber, wenn man v subzessive die Werte n, (w + 1), • • •, (n + p — 1) 
beilegt: 

+ ^ ^n+^ — 1 S^n+1 


P 

Oder, wenn man setzt- 

«» 

2n+^ 

also: 

3. Yon dem eben bewiesenen Hilfssatze machen wir ntin in der 
Weise Gebraucb, daS wir einmal •=> 0,+,, g, “ das andere Mai 
0 , — (?,-S g, -= setzen. 

Alsdann ergibt sicb: let fOr v ^ » 


( 10 ) 


®y+p 



, SO folgt far v^n: a^. ^ 

■^y+l ^ 

d. h. divergieri, 

, so folgt for V ^ a^. , 

®r+i» 

1 T 

also: 0,~’> d. h. Tsmvergiert. 



Nr. 8. § 47. Allgemoiiid Form von Divetgenz- tuid SLonveigenzlcriterien. 

Oder, anders geschrieben, es folgt aus: 


(11) 


2 ). 


CL 


v+p 


‘•v+p + X 

^y+p 
®y+p + l 


-^y+x^O: 


(v^w). 


Daraus gewinnt man als JiinreicJiende Bedingungeu: 


(12) 


fdr die Divergeng: 

lim 1 

y->oo 

(d 

®y+P 

-A,.) 

o' 

V 

r* 

®»+p+i 

fiir die Konvergeng: 

lim 1 

y->*oo 

(c 

®»+p 

— c ^ 

|>0. 

r' 

®y+p+i 

^y + 1 ) 
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Die in Ungl. (10) — (12) enthaltenen Kriterien soUen als Kriterien 
siweiter Art bezeicbnet werden.^) 

Beziiglich der Stellung dieser Kriterien meiter zu denjenigen erster 
Art sei bier folgendes bemerkt. Aus der Art ihrer Ableitung, bzw. aus 
den unter (10) zusammengesteUten TJngleicbungen erkennt man obne 
weiteres, daB jedesmal, wemi ein mit einem gewissen bzw. zu bil- 
dendes Eriterium zwdter Art eine Entscbeidung liefert, das gleicbe aucb 
von dem entsprechmden (d. b, mit dem namlichen bzw. 0^ gebildeten) 
Eriterium erster Art gilt. Das Umgekebrte findet dagegen Tceineswegs 
statt, d. b. die Eriterien meiter Art konnen in unendlich vielen Fallen 
i^ersagenj wo die entsprecbenden ers^ Art eine Entscbeidung liefern. 

Denn ist etwa: 


lim 

y->oo \ 


®»+p+i 



0 , 


bzw. 


y-^oo \ "y+p + 1 



0 , 


in welchem Falle also diese Eriteiieq. versagen, so kaun immerliiii ftlr 
y ^ M durchweg eine Beziehnng von der Form bestehen: 


bzw. c. 


^y+p + X 


**y+P 

®y+P+i 




1) Man kaxm diesen Kriterien, wie b5*nfig geschieht, auch die (dnrdi Mnlti- 

plikation mit ans (11) resnltierende) Form geben; 

®y+p 


iim 

y*^oo \ 

Ua (c/, - C7,^i 

y->oo \ 


“y-hp+i 

®y+p 




S+p+i' 

*»+p 


)> 0 : 


JDivergensi, 

Komergene, 
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anders geschrieben: 


®V+J) ^v+t 


bzw. 


.LtE±l . 




woraus dann (s. IJngL (10)) allemal folgen wiirde 


bzw. lim ^ y , 


d. h. das mit dem betreffenden bzw. gebildete Ejriterium erster Art 
von der Form (4) lieferfc in diesem Falle eine Entscheidmg, waJirend das 
entsprechende Kriterium meiter Art von der Form (12) verscLgt.^) 

Angenommen ferner, man babe fUr irgendein vorgelegtes bei 
passender Wahl von D^: 

( 12 .) )< 0 , 

sodafi also darch dieses Kriterium die Divergem der Reihe angezeigt 
wird. Aus Ungl. (13) folgt alsdann, da>B schon fur alle v von einem be- 
stimmteu. Index v = m ab eine Beziebung Ton der Form besteben muB: 


wo: 9 > 0 , 

%+P + l 

und somit: 

(13) -D.+i -a.+p^? •».+?+! f'lr: 

Setzt man bier der Reibe nacb v = »», (m + 1), • • •, (« — 1), (wo n^m), 
so folgt durcb Addition der entstebenden Ungleicbungen: 

n-1 w+ji 

(14) ~ ^v+j) + l *** ? ^ 

m m+jp + l 

nnd bieraus far lim « =■ oo, wegen der Divergenz von 

(15) limD„.a„+,-oo. 

?t->00 

D. h. 

Allemal, wenn das Diver genehriteriuni zweiter Art (12) 
eine Entscheidung liefert, so Jcommt lei dem Divergenzhriteriim 
erster Art (4) der Chrenmert oo mm VorscJiein. 

Darans folgt dann weiter, daB das Divergenzkriterium ztueiter Art 
von der'^Form (12) in jedem anderert, Falle versagen muB; insbesondere 


1) Das Versagm der Eriterien (12) rShrt also in diesem Falle nux tozx uer 
Benutznng der Limites her, wahrend die entsprechenden Eriterien in der nrsprimg- 
lichen Form (11) im gleichen Falle eine Entscheidung liefem. 
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also anoh dann, wenn lim . . odor anch nxii Ijm jP_ • o. , _ zwar von' 

n->oo n->oo ^ 

JTfcZZ vcTSchicdcfif aber cfidlich ausi^t und somit das Divergeuzkriteriuni 
erster Art (4) eine unzweideutige Entscheidung liefert.^) 

(Beispiel: Da die Reibe bereits als divergent erkannt wnrde^ 


so kann man setzen: 2)^«= v. Ist'dann etwa: a 


V — 1 


V+V v{v + l) 


, so wird: 


lim V • a. 


'v+jp' 


V 1 

» lim — — = 

06 “I" ^ 


1, 


woraus die Divergenfs der Reibe nnzweideutig bervorgebt. Anderer- 

(v — 1) (r + ! 


seits bat man: — 


imd daber: 


‘*r+p+i 


lixa {v.-^ - (v + 1)) - lim ((1-1) (v + 2)- (v + 1)) = 0, 

sodafi also dieses Kriterium von der Form (12) versagt,) 

4. Scbliefilicb ist aber nocb ganz besonders bervorzubeben^ dafi der 
oben bewiesene, zur Bildung der Kriterien ssweiter Art dienende Hilfssatz 
Tceineswegs umkdvrhm ist: die Zahlen konnen oiBFenbar durcbweg 
iid>ei' bzw. unter den Zablen d^ bzw. liegen^ ohne dafi zwiscben den 

a I d 

QucfHmten (Zu- oder AbnalimeYerlialtiiissen) - -- - einerseits and 

bzw. -1- andererseits irgendwddie feste Besiehung besteht.*) 

*'» + ! 

Der Grand, waram man nichtsdestoweniger neben den Kriterien 
erster Art solcbe meiter Art in die Betrachtung einfdlirt, liegt, wie schon 
oben angedeutet, lediglieb darin, daB sie gerade bei rielen in der Funk- 
tionenlehre aoftretenden Beiben ein leguemer zu ermittelndes Resultat' 

geben, namlicb allemt { dann, wenn der Quotient — ^ sicb in erbeblicb 

einfacberer Form darstellt, a’s a, sdbst (z. B. wenn: 

**+l Pr+l' 

Die oben entwickelten Beziebongen stellen zox^bst den ernfaehsten 
Typus von Kriterien erster und zweiter Art Tor: man kaim denselben 
durcb geeignete Umfonnnngen aucb nocb mancberlei andere Formen 
geben, wie spater nocb des n&beren gezeigt warden solL 


l).Bei deitt Aonewgmzfcriteiiain (18) liegt die Sache etwas anden: s. § 64, 
Nr. 8 atn Ende (S. 380). 

8) Vgl. im dbrigen § 66, Nr. 1 (S. 390). 
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Absclmitfc II. Sap. n. Eeiheu mit lautei positiTen Gliedem. 


Nr, 1 . 


Im ^brigen ist durcb die Aufetellung der Kriterien erster mid aweiler 
Art die MogUchkeit deraxtiger Bildtmgen keineswegs erscbopft. Man 
konste offenbar aucb andere Verbindungen yon zwei oder mehr Oliedem 
der Reihe mit den entsprechenden der bzw. yergleicben und, 
bei passender Wahl dieser Verbindungen, Schltisse auf die Divergenz bzw. 
Konvergenz yon ziehen. Hiermit ware fOr die Herstellimg der- 
artiger Kriterien ein ySUig unbegrenztes Feld erofEaet: allein gerade 
wegen ^eser Unbegrenztheit wollen wir hier darauf yerzichten, noch 
einzelne Spezialbildungen ausdriicklich durchzuf&hreu. 

Urn nun brauchbare Kriterien erster und etoeiter Art wirklich auf- 
znsteUen, kommt es nach dem bisher gesagten lediglich darauf an, die 
notigen und znr Veifagung zu haben. Wir wenden uns daher jetzt 
zunachst zur Losung der Aufgabe: JMe mSgUchm d^ und d.li. typische 
Formen fur das attgememe Qliei jeder divergenten bzw. hmvergenten 
Beihe cvufzufinden. 


§ 48. Biyergente Beihen: ^<2,* — Typische Formen der d^. 

1. Eine divergente Beihe ^d^ soil urn so schwdcher divergent heifien^ 

n 

je langsanier ^jd^ mit n ins Unendliche wachst, 

0 

Urn diese Aussage genauer zu prazisieren, werde gesetzt: 


— s„'; 

0 0 

CD OD 

dann nfennen wir die Reihe ^ d,' sdiiedcher divergent als die Beihe ^ d^^ 
w^enn: o o 

(1) d.h. lim^-0. 

•-►OD 


Dabei kann man offenbar, wenn p, q zwei beliebig gewahlte nattlrliche 
Zahlen bedeuten, dieser Bedingung auch die etwas allgemeinere Form 
geben: 


(la) 


a' — s' 

lim -J! E == 0 

Ti->oD 




and: lim — lim A «. O) . 

«->oo «->oo Sn 


(da: 



m 1. 


§ 48. Divergente Reihen: 27rf,.. 
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1st dagegen: 

( 2 ) 

(d. h. bleibt: -- zwiscben zwei bestimmten positiven Zahlen^ oder^ anders 
** . ^ s' s' 

ausgesprocheu , sind lim ~ , lim --- beide endllich and von Nidi verschiedenX 

SO sagen wir, die betreffenden zwei Beiben divergieren glezchartig. 

^ monoton ins Unendliche wacbsen, so lassen sich auf 

2 ^ 

lim ~ die Satze von § 37, Nr. 2, 3 anwenden. Beachtet man, daB 

— =«= SO nimmt insbesondere die Relation (7) 

des eben zitierten Paragrapben (S. 228) die folgende Form an: 


< 3 } 



Daraus folgt aber, dafi die Beziebimg: 
d* 

(4) lim ^ 0 (anders gescbrieben: 

n->oo 


eine hinreidiende^) Bedingung fur die Existenz der Beziebung (1), d. h. fiir 
die scliwdchere Divergenz von ^d^ bildet; und daB die Beziebung: 

( 5 ) d^ (anders gescbrieben: DJ ro 

eine hinreicMnde Bedingung ffir die glekhartige Divergenz von ^dj, Sd^ 
darstellt.^ 

Im iibrigen bemerke man, daB die Divergent zweier Reihen Tceines- 
wegs allemal in dem bier naher definierten Sinne vergleichbcvr sein muB. 
Mit anderen Worten; durcb die Annahme: 


sind Tcemesivegs alle Moglichkeiten erschopft. Es konnte auob sein: 
lim «= 0, Jim > 0, oder: lim ~ «= cx>, lim ”” ^^7 ^ welcben 

?i-yoo^n n->-06 rt->oo 

Fallen dann eben die Divergent von ^d^ und ^d^ iWerhcLupt nicht 
vergleichbar ist. 


1) Dieselbe ist aber, wie aus der Beziebung (3) des naheren hervorgebt, keine 
notwendige. Das letztere wurde nur von der Beziebung gelten: 

Urn 4"- = 0. 

n4-oo <*n 


2) 1st geradezu: 
• so folgt ancb: 


d^^dn (also; 
s'^ ^ 


Pring8h«im^ Vorlesnsgen 1, 2. 
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Absohnitt IL Kap. IL Eeiben mit Uuter posiliven Gliedem. Nr. 8. .a. 

2. Me mSgUelien d, sind offenbar dadarcb voUstand^ charakterisiert^ 

daB d^positiv und die Snmme von (v + 1) Gliedem: (do + <^^ !-<?,) 

eine wesmtluk positive, mit v monoton ins UnendlicAe toacksende Zahl ist. 
Seseiehnen vow in diesem Kapitd eine ZcM dieser leteteren Art ein fur 
allemal mit fsodafi also: Jf, > > 0 ftr v = 1, 2 , 3 , • • • und 

lim Jf, — + oo), BO kann man setzen (far v «= 0, 1, 2, ■ • •): 

r T>« 

V 

(6) speziell: rfj = MJ, 

0 

nnd daher (fSr *> =■ 1, 2, 3, • • •): 

r-t 

0 

sodaB (far v = 1, 2, 3, • • •) sich ergibt: 

(7) 

d. h. das aUgemeine Glied d^ jeder ' divergerden Beihe lafit sich anf die 
Form (7) biingen. 

Umyekdwt erkennt man aber anch ohne weiteres, daB jede Zahl von 
der Form das aUgemeine Glied einer dwergenten Reihe 

liefert Denn man hat: 

n 

1 

nnd daher: 

or 

(9) Jfo + = lim Jf, - + 00 . 

Zngleich eigibt sich aus der Definition von Nr. 1, dafi diese B«ih& 
nm so sckvodeher divergiert, je lomgsamer Jtf, mit » ins Unendliche 
wachst. Man kann somit als Resultat dieser Betrachtung den folgenden 
Satz anssprechen: 

J)as oiUgmdne Glied d^ jeder divergenten Beihe laftt sich 
oaf die Form: 

( 7 ) 

Iringen; umgekehri ist die Beihe mit dem aUgemeinen GUede 
(Jf, — {dels divergent, und etcar um so sehvo&cher, je lang- 
samer mit v ins Unendliche voachst. 

3. Die Gleichungen (1) and (9) lehren, dafi man zu einer Beihe mit. 

dem aUgemeinen GUede d^ — eine sdnoSeher divergierende* 
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§ 48. Typische Formen der dv. 
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konstraieren kann, wenn man an Stella der Zahlenfolge eine andere 
(MJ) von der Beschaffenlieit enbeiitaiert, dafi Nimmt man 

speziell: so folgt also zun&chst, dafi die Beike mit dem all- 

gemeinen Gliede (Ig — Ig gleichfalls dwergi&rt und zwar scJitcacher, 

als — Nun ist aber nach § 38, S. 245, UngL (26): 


( 10 ) 


Ig M, - Ig 


M —M . 




> 


■af,— 

Mi 


und kierans folgt zunacbst, dafi auck die Beike mit dem ' all^meinen 
Gliede: 


(11a) 




M —M ^ d 

M ; ' r 

— 1 V — 1 


stats divergent iat^ wahrend man zagleich ohne weiteres erkennt, daj3 
sie schwdcher divergiert, als diejenige mit dem aUgemeinen Gliede d^. 

Was sodann die Reihe mit dem (in der zweiten UngL (10) auf- 
tretenden) aUgemeinen Gliede: 

betrifft, so laBt sich deren Bivergens zwar nicht aus UngL (10), jedoch 
in folgender Weise erkennen. Ist zunachst so besohafifen, daB 
j ~ JbTy, so wird auch 8^ ^ sodaB aus der eben bewiesenen Diver- 

genz von ^8^ auch die gleichartige Divergenz von^d^ folgt. Ist da- 

M . . . 

gegen -< also: lim = 0 oder wenigstens; Um — 0 

V-^00 V 

(NB. jede andere Moglichkeit ist ausgeschlossen, da ja fiir jedes end- 
liche VI < jlfy), so enthalt die Beihe mit dem aUgemeinen GUede: 

« 1 unbegrenist viele GUeder, die bdiebig wenig unter der Bin- 

V 

heit liegen, ist also wiederum divergent, 

Mit Rficksicht auf 61. (6) kann man dieses letzte Resultat offenbar 
auch folgendermafien aussprechen: 

Mit der Beihe ^ d, divergiert auch stets die Beihe 
wo: s,— 

0 
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Abschnitt n. Kap. II. Eeihen mit lauter positiven Gliedem. 


Da aber die zweite dieser Reiben wegen —>00 stets schwaclier 
divergiert, als die erste, so erkennt man, daB es Tceine Reihe schwaclister 
Dirergenz geben kann, und daB dieser Satz ein Mittel an die Hand gibt,. 
um aus irgendeiner divergenten Reibe oine iinbBgrenets SkcHa von 
immer schwacher divergierenden Reiben abzuleiten. 

Man kann indessen dieses Ziel bequemer erreicben, wenn man in dem 
Ansdrucke ™ sukzessive Igg Igj • • • 

an Stelle von substituiert. Hierbei ergibt sich (fdr 0, 1, 2, * • •): 


(wobei maa nor fOr v einen An&ngsweri; n jedesmal grofi genng annehmen 
mtifi, daB aosfallt) als allgemeines Glied einer divergenten 

Beihe. Und da nach § 38, S. 346, Ungl. (28 a): 

SO folgt, daB die Reibe mit dem allgemeinen Gliede: 


( 12 ) 


d,® = ^wobei speziell: d,(®) 

d, 

^ 

•^*(<*1 + <*» H 1 - <*.- 1 ) 





gleiebfalls divergiert, und zwar erkennt man mit BenBtzung Ton (4), daB 
00 

•die Reiben 8J^'> fiir ^: = 0, 1, 2, • • • eine unbegrengte Skoda von sukeessive 

n 

sefmacher divergierenden Beihen bilden. 

Unterwirft man die M, noch der Bedingung: also auch 

4p,_i) ~ i*(J«f,) (Tgl. S. 246, 247, Pormel (29) und (31)), so gilt das 
gleiche, wie von den 8J!‘\ offenbar aucb von den Ansdriicken: 


(13) 


' (t) 




£*(Jlf,) ^ (*“0,1,2,...;. 


Wahlt man in (12) spezieU: oder in (13) Af, = v, so wird: 


(14) 




. d {*) 


sodaB also die Reiben mit dem allgemeinen Gliede: 


— - 1 — ^ 

V ' T-lgv’ vlgTlg, v’ 

eine Skala von bestandig scbwBcner diTergierend.en Reil^en bilden. 



Nr. 4. § 48. T^pieche Formen der 32'9 

4. Der im voiigen Artikel als das allgemeine GHied einer divergentm 
M —-M, 

Eeihe erkannte Ausdruck: — — bildet nnn, geradeso wie ^ 

eiae lypi^che Form^ in welche sick das allgemeine Glied jeder divergenien 
Beibe setzen laSt; nnd das analoge gilt mit einer nnerbeblicben Ein- 

schrankung anch fOr • 

Denkt man sich nSmlich als Olied einer dirergenten Beihe be- 
liebig Torgelegt, so isi das Prodokt: 

V 

(i + do)(i+d,).--(H-0>i+^<J., 

0 

und wird daber fur i/ — > oo unendlich grofi] da es aber auBerdem, 
wegen: 1 + 1, mit v monoton zunimmt, so kann man setzen 

(i+do)(i+^i)---a+0»-afv, 

nnd daber: 

woraus durch Division sich ergibt: 


also schliefilich: 
(15) 


1 + 'J. “ -I 


Mr 

K-l* 





1 


K-1 


Dieses Besultaii laSt sicb nocb in gewisser Beziehnng verallge- 
meinem. Verstebt man nnter A eine gang Mi^ige positive Zahl, so diver- 

giert mit der Beihe ^ anch stets die Beibe ^ y • Anf Grand des 

eben gewonnenen Besultates kann man daber setzen: 


also: 
(16) 
d. L ; 


a jf — 3f - 

'"v r "‘■r— 1 

" -“r-l 




Das dUgemeine Glied jeder divergenten Beihe l&fit 8ud% stets 
avf die Form ( 16 ) bringen, too k eine hdidng angunehmende jgosi- 
Uve Z<M bedentet. 


Bezeicbnet femer d, das allgemeine Glied einer divergenien Beibs, 
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deren Glieder fiir jeden Wert v kleiser als 1 sind ('^ahrend lim d, bzw. 

r*>oo 

lim d, erentaell auch den Wert 1 haben darf), so ist offeubar auch 

v-VoP 

^ ^ eine diveraente Beihe (wegen: 0 < 1 — d, < 1 , also =- > 1). 

Infolgedessen kajm man nach QL (15) setzen: 




1 — 


-af. 


also: 




1 












und man findet daher: 
(17) 


M, 


als weitere typische Form fQr das allgemeine Glied jeder divergenteo 

Beihe, deren Glieder fQr jeden endlichen Index unter 1 liegen. 

Bedeutet dann schliefilich 8J das allgemeine Glied einer divergenten 

Beihe mit der einzigen Einschrankong^ dafi lim d/ < cx), so existieren 

♦ ->>00 

allemal positive Zahlen I von der Bescbaffenheit, daS dnrch'weg: d/ < A, 
also y < 1* Alsdann ergibt sich aber dnrch Anwendung von GL(17) auf y ; 


(18) 


d.'=l 


M.-. 


'■V-l 




als lypisdie Darstellungsform aller mSglichen d/, fUr die nicht gerade 

lim d/ — oo ist. 

^■>00 


§ 49. Sonrergente Beihen-: — Typisclie Formen der c,. 

00 

1. Eine hmvergente Beihe soil nm so schwiicher kcnvergent 

* 0 

heifien, je lang$amer s, = ^ c, mit unbegrenzt vachsendem w der Grenze s 

0 

zustrebt, d. h. je kmgsamer die Differeuz: 

00 

« — 8. § 44, S. 295, GL (7)) 

n+1 

mit nnbegrenzt wachsendem n gegen JVwK honvergiert. 



§ 49. Konyergenie Reihen: 


Setzt ma^ etwa: s', c/— , so wird hiemach diese Beihe 

0 0 flo 

sehwSdier konTej^ent heiBen, als die Beihe -wennr 

0 

<1) s' — d. h. lim - c» , 

Und die beidou Beihen Jcomergieren gleieharHg, wenn: 

(2) s' — s„'~s — s, d. h. 0 < <y ^ lim ^ 6? < oo. 

Da s„ s^ fnonoton emdmm, also s — s„, s'— s„' iMonofon (gegen Null) 
cbaehmen, so gelten fiir tJUbi jiie Satze des § 37, Nr. 2, 3 (S. 226 

1)18 229) unter dem Texte. • Beachtet man, daB: 5 — — ( 5 — «- 
— ^n-i “• usw., so nimmt jnsbesondere die a. a. 0. mit (7a) be- 
zeichnete Relation die folgende Form an: 

(3) lim -^<1110^^' < US’ 

Daraus folgt aber, daS die Beziehong: 

(4) lim 00 bzw. 0 < Um -^ < oo 
(also; c„' > c„ C„' C CJ (also; ~ CJ^ ~ OJ 

elne hifireichende Bedingnug dafdr bildet, dafi ^ c,,' sd^wa<3ur als .Sc,, 
bzw. gUicharHg mit konvergiert.^) 

1) Dieser besondere Fall aer S&tze des § 37 kann anoh leicht fdr sicb be- 
ynesen werden, sodaB es also nicht nnbedingt notwendig erscheint, aaf jene all- 
gemeineren S&tze za reknirieren. Jat z. B. so hat man, etwa fOr »>n: 


lim — 


Hieraos fOr ^ CX) : 


and schiiefilioh: 






Analog ini Falle: e' 
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2. Die Glieder einer beliebig vorgelegten konvergenten Reihe 
mit der Summe s sind dadurch vollstandig cbarakterisiert, dafi s — 

(wo : + c, H [- O mit unbegrenzt wacbsendem v monoton gegen 

Null abnimmt. Infolgedessen kann man setzen (fur 1, 2, •••): 


■( 5 ) 

also (fur V «= 1, 2, 3; • • -): 


Subtrahiert man die erste dieser Gleicbungen von der zweiten, so folgt 
(mit Berficksicbtigung der Beziebnng: + 


( 6 ) 



1 M — Af i 

W M • M , ’ 


Umgelcdirt ist die Reibe mit dem allgemeinen Gliede 
stets lionvergmt Denn man biat: 



1 

M 

My 


) 


0) 

und daher: 

( 8 ) 





Zngleich lebrt Gl. (7), daB die £ragliclie Beihe auf Grand der in Nr. 1 
dieses Paragraphen gegebenen Definition um so schwScher konvergiert, je 

langsamer mit unbegrenzt wacbsendem »: der NuU znstrebt, also 

ins UfiendBiiehe wachst. Somit ergibt sicb der folgende Satz: 


Daa dUgemeine Glied jeder hmvergentm Beihe lUfit sidi 
die Form: 


(9) 










hringen; umgdcehrt die Beihe mit dem odlgemeinen Gliede 
stets Convergent, und moor um so sdiwdeher, je htng- 


M,-. 


*■ 1'— 1 




samer mit v ins Gnendliche wddtst. 

3. Um also aus irgendeiner Jtonvergenten Beibe ^ 
begrenzt viele schteekiher konyergierende abznleiten, wird man wiederom 
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§ 49 . Typiflche Pormen der c^. 


nur an Stelle von solche M^' zn substituieren haben, welcbe mit v 
langsamer ins Unendliche wachsen, als Wir setzen nun znnachst: 

nm = — — = — - — , wo: , 

80 wird ofEenbar fiir f > 0 die Reilie stets konTei^ieren. Um die 
Abnahme ihrer Glieder mit deijenigen der zu Tergleicben, findet man 

(wegen c, = ^— 

(11) ^ =. 4-—- • -zy‘7. 


1 — 

Fiir jedes endliche v hat der Faktor ■ wegen 2^ < 1 einen 

* 2. 

bestimmten positivea Wert. 1st sodann auch lim g, < 1 (bzw. bm g,< 1), 

V->00 v~^co 

so besitzt jener Faktor fdr v —► oo gleichfalls einen bestimmten posi- 
tiven Qrenzwert (bzw. zwei bestimmte positive Hanptlimites). TTnd ist 
lim 2 y == 1, so hat man nach § 37, S. 236, GL (37): 

v->oo 

1 — 

^ 2v 

(bzw. fells lim 2y “= a < 1 ; lim 2„ =» 1 sein soUte, so ergeben sich fur 

r->oo v-^co 

1 — qi^ ^ 

■—j— die wesentlich positken Hauptlimites: - j - — ” q)- findet 

somit in jedem Falle aus GL (11): 


Oder anders geschrieben: 

( 12 ) 


K-K-x 


und man Vann daber wegen der Konvcrgenz Ton den folgeuden 
Satz anssprechen: 

Es honoergiert stets die Beihe mit dem allg&n&nen Gliede: 




MJ-9 ■ c. 


fair p>0, md zwar offenbar sehwaeher, oils 2 faMs p<l- 


< 13 ) 
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4. Aus dem eben gefundenen Resultat folgt (wegen 
obne weiteres, daB aucb die Beihe mit dem allgemeinen Oliede: 


<14) 


M} + >l 


(P>0) 


stets hmvergieren muB. Das gleiche’ gilt dann auch Ton der Beihe mit 
dem allgemeinen Gliede: 

2,3,...), 

Qgk^*) 

welches fhr 1; •i- 0 mit y, identisch ist. Da aber nach § 38, S. 246, 
UngL (28): 

l&Jlf,-lg,Jlf,_,>^^^ (^-1,2,3,...), 
so folgt, da6 fhr ^ > 0 auch der Ausdruck: 

welcher wiederum f&r k » 0 mit identisch wird, das allgemeine Glied 

einer konvergenim Beihe daistellt. Und zwar bilden die Beihen 2yJ^t 
wegen: 

Lf(M) > (jar,) (s. § 38, S.244, Formel (23)), 

«ine wih^etaU Skala von sukeessioe sdtwScher konvergiermden Beihen. 

Unterwirft man die JIf, wiederum noch der Bedingtmg ~ K 
(sodafi also nach § 38, GL (31), S. 247: lgtir,_i slgtAf, fflr 1), 
so gilt das gleiche, wie Ton den AnsdrQcken y^^\ offenbar auch Ton de)i 
folgenden: 

(16) 

Und wenn man speziell in (15): Jf, — v, oder in (16): Jf, — v + 1 
eetzt, so wird: 

1 


(p>0, *-0,1,2,...). 


(17) 

4. h. die Beihen: 






(p>6, * — 0,1,2,-..), 


yr 1 _ 1 

^ »-ig»'.--igt_i»'6gi:»')^'*‘^ ’ 

sind durchweg konvergent, imd zwar bilden sie eine Skala ron best&ndig 
eehwck^ konyei^erenden Beihen. 



Nr. 1 


335 


§ 60. Die Kritenen erater.Axt. 

§ 50. Die Eriterien erster Art. 

1. Da das allgemeine Glied jeder divergenten bzw. konvergenten Reihe 
m der Form: 




Jf — ibf. 


V— 1 


M, 




(§48,S.327,GL(lla)), 


M—JU, 




v-1 


v-l 


(§49,S.332,GL(6)) 


entbalten ist, so miisseii sich. aMe uberhaupt eosisHerenden Krikrien erster 
Art in die Form setzen lessen: 


(A) 


M — V~7 ' ®»+i' ' 


M ‘ M , 

lim Tr=: 

y->-oo 1 




y-^Qo 


Bivergene^ 


' ^y+p = < oo : Konvergenz 


(wobei es offenbar nocb. freistebit^ die linke Seite mit einem gam bdiebigen, 
nor fiir jedes v oberhalb und unterbalb gewisser positiver Zablen bleiben- 
den Faktor zu multiplizieren^ also den links stehenden Ausdruck durcb 
einen infinitar ahnlicJien zu ersetzen). 

M —M 

Da aber die Beibe mit dem allgemeinen Gliede — fiir jeden 

positiren, insbesondere also schon fiir jeden hdiebig Tdemen positiven Wert 
Ton Q (nach S. 333, Gl. (13)) Teonvergiert, so erscheint es fiir die Konvergem 
Ton schm himeiehend, wenn fdr vrgendein QaeMehi^ kleines) p > 0: 


(AO 


lim 


Jf. • 


. M —M , ' “’'+»’ °° 

y->oo '*^y,— 1 


wird — eine Bedingung; welcbe fiir jedes p < 1 ofifenbar tcmiger v.er- 
langt, als die entsprechende unter (A), und die somit eine Verbesserung 
des betreffenden Eonvergenzkriteriuxns darstellt. 

AT, — 

BerQcksichtigt man ferner, daB aucb: — -■ • j y -- das allgemeine 

JXLy 

Glied einer dioergenten, — - — . dasjenige einer konvergenten Beibe 

My 

bildet, so kann man aucb statt des Diyergenzlditeriums (A) und des 
Eonyergeuzkriteriums (A') das folgende Paar von korrespondierenden 
Eriterien aufstellen: 


(B) 




lim 7 M- 

y->-ao My My^^ 


lim 






«, +, = Km i>; • c, + > 0 : Divergens, 

^ y->oo 


lim • D/ •«,+,< oo ! Konvergene. 
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Um hieraus eine Skala von immer tmTtsameren Kriterien abzuieiten, 
hat man nur fSr Jf, sukzessive la/ngsamer ins XJnendliche wachsenda 
7a.Ti1ftn M' einznsetzen. Dabei erscheint es offenbar zweckm^ig, die znr 
Bildung des Anfa/ngsTcntetiwms dieser Skala zu verwendenden Jf, in be- 
zug auf die Schnelligkeii ihrer Zunidime fiir wachsende Werte von v von 
Tornherein einer passenden Beschrankung zu unterwerfen. Wir ftihren. 
also die schon frtlher mehrfach beniltzte Bedingung ein: 


( 1 ) 

— ^ 

welohe die Zunahme von in der Weise einschrankt, daS stete 

uvd«r mner endUchen Chreme bleibt. 

Substituiert man sodann in (B) Igj, Jf, fOr (wo h — 0,1,2, 
and beachtet, daB infolge der Bedingung (1) nach § 38, S. 247, Formel (32): 






r-1 


SO liefern die Slriterien (B) die folgende Skoda von Kriterienpaarm: 
M^v) 


(C) 






Divergent ^ 




+J, < oo : 'h.omergemt (p > 0), 


deren Anfangskriterien (A;»»0) mit den unter (B) aufgestellten identisch 
sind. Wahlt man speziell Jf, » v, so gehen diese Kriterien in die fol- 
genden (iber: 


(C') 


lim A*(») • a„^ > 0 : Divergene 

lim Lj.iv) - (Igi • Oy < oo : Konvergene (p > 0) 


d, h. die Reihe divergiert, wenn einer der AusdrUcke: 


stets oberhcdb einer angebbaren positiven ZaU bleibt — anders ausge- 
drdckt, fflr V — > oo einen von Null verschiedenen Limes bzw. untef^en 
Limes hat, Sie konvergiertj wenn flir irgendeinen Wert p > 0 einer der 
Ansdriicke: 


*'-(lgv)i+?.o,^.,, vlgv(Igav)»+f •»,+,, 

stets unter einer endlichen Ghrenze bleibt — anders ausgedrOckl^ fiir oo 

einen nicht nnendlichen Limes bzw. oberen Limes besitzt. Das Anfangs- 
kriterium dieser Skala riihrt von Canchy her, die iibrigen wnrden nn- 
gefahr gleichzeitig von A. de Morgan und Ossian Bonnet aufgestellt, 
finden sich aber anch schon in einer nachgelassenen Note Abels. 
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2. Statt der bisher aufgestellten Kriterienjpoara kann man auch so- 
genaunfce disjunktive Kriterien erster Art bilden, d. h. solcbe, bei denen 
die Prttfung eines einzigen Ausdruckes gleicbzeitig znr Feststellung der 
Divergenz oder Konvergenz dient, sofem das betreflfende Kriterium dber- 
baupt eine Entscbeidung liefert. Als Ansgangsponkt diene hierbei die 
folgende Bemerkung. 1st cc eine beliebige positive Zabl > 1 (also: Ig a>0), 
so erkennt man leicht die Konvergenz der Reibe mit dem allgemeinen 
Gliede: 

Jf — Jf , 

( 2 ) 


Dean man hat (nach § 38, S. 239, XJngL (1)): (fSr 

jedes positive j), also: 


— M. 


M 


(p>0). 


Zugleicb siebt man obne weiteres, dafi die Beibe mit dem allgemeinen 
Gliede (2) fiir ^ « 1 und a fortiori fiir cc < 1 divergiert. 

Infolgedessen ergibt sicb fElr eine beliebige Reibe 


Divergenz^ wenn fiir v ^ n und ein positives « ^ 1 : ^ 






Konvergenz, wenn fdr v'^n und irgendein a> 1 : , 

Oder anders gescbrieben: 

Divergenz, wenn fBr a < 1 j£„ / — f ? d.b. scblieBlicb : ^ 1, 

(3) tY y+y V ^ 

wenn far a>l ^ 

und, wenn man wiederum nnr die betrefiFenden Grenzwerte fUr v — ► oo 
in Betracbt ziebt: 

/m r-i'/ 1 Bivergme, 

^ ^ I < 1 : Kmvergmit.^) 


1) Dabei genugt znr Divergenz die Ezistenz der fraglicben Beziehung ffir den 
unUren, znr Konvergenz fdr den dberen Limes. Das Divergenzkxiterinm erleidet 
beim t^bergange von (8) zu (D) insofem eine gewisse Minderang der Tragweite, 
als die in (8) noch zul&ssige Annabme oe » 1 bei Bendtznng der Limesform in Weg- 
falL kommt (vgl. die analoge Erscheinnng § 47, 8. $21, Formel (11), (12) nnd 8. 822, 
FuBd. 1). Im abrigen bemerke man noch, dafi die Dtecr^enjerbedingnng (D) offenbar 
nnr erfnUt sein kann, wenn: 




^ + oo. 


wabrend dock infolge der Divergenz von Divergenz von 
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Aus dieser Fundamentdlform des disjunktiven Kriteriums erster Art 
kann man wiederum Skalen yon scbarferen Eiriterien ableiten; indem man 
yon einem irgendwie fizierten ausgebend an Stelle yon sukzessiye 
immer Imgsamer ins TJnendliclie wachsende Zahlen AT/ einfilbrt. Hierbei 
erscheint es fiir die prakiische Anwendung zweckmafiiger^ die Unglei- 
chnngen (3) bzw. das Ejriterium (D) in der Weise umzuformen; daS man 
auf beiden Seiten der betreffenden TJngleichungen die Logarithmen der 
reziproken Werte bildet. Es folgt anf diese Weise aus Ungl. (3): 


w 


Dwergem, -wenn f dr a ^ 1 
Konvergene, wena ffir «> 1 


Ig 






^Iga, d.Lschliefilich: ^0 

^lga>0, 


sodafi das Eriterinm (D) in das folgende (in Wahrlieit nur dnrch die 
Sclireibweise verschiedene) dbergeht: 

< 0 : Divergem, 

> 0 : Konvergem. 


ig 


(E) 


lim - 

V->0D 


*V + P 




Die batten bisher keiner besonderen Bescbx&ikung za gentigen. 
Fiihrt man jetzt wiederum die Bedingung ein imd substituieii 

^gu+i ^=-0, 1, 2; •••) fBr so kann man die auf diese Weise 

aus (E) resultierenden Kriterien, wegen: 

M — JJf 

Igi+l -Ml - Igi+l K-t l-p yj , 

durcb die folgenden ersetzen: 


(P) 


lina. 

1»->00 


Ig 


K-K-1 

■ ®»+JI 


( < 0 : 
j > 0 : 


Divergenz, 


Bchon gesichert ist, wenn nur: 


llTTi 

r->oo 


'*r±p 




V— 1 


>0, 


dafi aber auch 'dieses letstere Diyergenzkriterium noch eine merklidic Veraehltehte'- 
rung des urspriinglichm Diyergenzkriteriuma (B) yorstellt. Hiemach erweist sich 
das IHvergengknteAum (D), soweit seine praktisobe Braucbbarkeit in Frage koxnmt, 
als wertlos. Nicbtsdestoweniger besitzt es eine aufierordendUdie prinzijpielle Be- 
deutong, die auf der (fLbxigens in gewisser Weise nooh yeryollkommnungsf&higen) 
Eifiheitliekkeit dea zur PrSfUng von Divergenz und Konvergenz dienlicben Aus- 
dmckes berokt: nSberes bierdber (far die besondere Wahl s. in Nr. 4 

dieses Fftragraphen. 
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Das fBr i 0 resultierende Eriterinm, nSmlidi: 


’ ^p+p 


^p’^p+p I IHvergms, 

-Sf, ) ■ > 0 : Komergene, 


kaim wegen: Ig - Jg-Ki folgeader- 

maBen geschrieben werden: 

rn"^ inr l<^’ Bkergme, 

' ^B^p 1^^* ^^vergeng', 

'wahrend die ftbrigen Eriterien der Skala (F) (k^ 1, 2, 3, • • •) wegen: 






^8 X*(V) ■ k+p “ ^ w ' C# 


sich in die Form seizen lassen: 




(P,) lim 

l'-►oo 


Iff » . 

^ ^ < 1 : Divergetu, 


l8t + lJ«fr 


> 1 : Konvergene. 


(*-l,2,3,-.). 


3. Es Terdient herrorgehoben zn werden, dafi das Divergengkrite- 
rinm (F^) eine etwas gmngere, dagegen das Emoergewknienam gemu 
diesdbe Tragweite besitzt, wte das entspreohende (d. h. mit demselben Jlf„ 
gebildete) in (B). Liefert nimlicb das Divsf^mskriteritim (FJ eine nn*^ 
zweideutige Entscheidnng, d. h. hat man: 

im — j^±i— <1, 

¥•<>00 ^ 

SO mufi schon von einem bestimmten Index ab^ etwa fOr v ^ eine Be- 
ziehung TOii der Form bestehen: 

ig 

^ ^l-Q, wo p>0. 

Darans folgt dann waiter, daft fflr y ^ o: 


Ig-^ 
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also scUieBlich: 


v>oo V— I 


-d. h. das DivergmjskxitQnnm (F^) kann nur dann eine Bntscheidung liefern^ 
wenn bei dem entsprechenden in (B) geradezu der Grenzwert oo erscbeint. 

Es versagt also schon, wenn nnr und^von 

2Ml versMeden ausfallt^), in welchem Falle das Divergenekritexixim (B) 
soch mrkscm bleibt. 


1) Dies kann anob durch analoge Schlfisae, wie die eben angestellten, leicht 
direkt bestAtigt -werden. let natnlich: 


v_ 

3 




80 hat man zwar fur aUe v'^n: 


■M.— Ar,_i ■ *’ 


dagegeu fdr imendUch viele 


W|» ^ I 

3rpzir“ ■ V+p <9 + ^- 

my I 


Am der ersten dieaer Ungleichongen folgi; dann for aUe v'^n: 

M —M , M 


**<’+!> 


<1- 


lg(g— *) 


xmd analog aus der zweiten fdr unendlieh vide tnyi 


jg 1 




Daraufi ergibt sich aber, dafi; 




M 1, 

Ig 


d. h. das Dtoergen^kriterinm (F^) vmagt in diesem Falle. 
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Gibt andererseits das K(Mvergm0\aA\i&imm (Fj) elne Entscheidang, 
d. h. hat man; 


jfcf — ifer , 


T g - y 


tmd dalior auch schon fUr v^t 


K-K-i 

+ wop>0. 


so folgt in ahnlicher Weise, wie oben: 


also anch; 

3lJ+« 




v-^oo *v ^v— 1 


d. h. das JSbnvergen^kritenum (B) liefert dann gleichfalls eine Entschei- 
dung. Umgekdirt: 1st das letztere der Fall, d. h. weiB man nur, daB: 




m -m— ' ‘ 

r*>oo — 1 


G<(x>, 


so hat man ffir v ^ n durchweg: 


M —M 1 ‘ <<? + «, 

" V —1 


> #+! » Ig-V^ >a + 9) lgM,-lg(ff+s), 


und somit schlieBlich: 

ki + p>i, 

P^oo *o "*-1/ 

d. h. das jBTonver^snjerkriterium (F^) ist ebenfaJls entscheidend. 

4. Setzt man wiederum in (D), (Fj), (Fj) — v, so ergeben sich 
die folgenden spezielleren Kriterion: 

„ y f > 1 • Divergem^ 

^ ^ 1 < 1 = Konvergenz, 




Igv 1 > 1 : ' Eonvergenz. 


Prlagvheim, YorleBnxige& I, ?. 
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Ig 


(F»') 


lim - 

r-^OD 


ij-iW < 1: 




{< 1 : 

1 > 1 : 


(J-1,2,3,.-). 


Die beiden ersten dieser Kriterien rfihren von Cauchy, die SbrigeU von 
Bertrand her. Sie bilden zusammengenominen eine Skala von immer 
wirksameren Eriierien, wie ans ihrer Herleitung hervorgeht und auch. 
unmitielbar erkannt wird, wenn man das Eriterinm (O') anf die Form (E),, 
die Kriterien (Pj'), (FjO aiif die Form (P) bringt, sodafi sich ergibt: 




(PO 


Ig; 


lim - 


«»+p f <0: Bivergenz, 


I <0: 
l>0: 


Ig 


— -tiW • «,+p f <0: Livergens, 


lim 

y->00 


Ig 


i+l’ 


<0: 

>0: 


(Jfc-0,1,2,...). 


BezQglich des Kriterinms (D') — des sog. Catushyschen Fundamental- 
hiteriums ers^er Art — sei hier noch die foJ^ende (f&r die Theorie der 
Potmzrahen besonders'wichtige) Bemerkung gemacht. Man kaim danacb 
zui^nhst anf die Divergene von schliefien, wenn: 


Oder: 


Um ya. 

r-^00 


liinV'«,+, =‘^> 1 


(weil ja im letzteren Palle umsomehr: lim 1 wird). Es erweisk 


^-►OB 


sich nun aber fOr die Divergent von^a^ schon als auBreichend, wenn nur; 


(5 a) 


lim ' 




A>1 


ist.*)' Denn in diesem Palle gibt es ftlr jedes e>0 vxdiegrenBt vide 
Glieder a^, derart, dafi: 

also: o^^.,>(.4-e)«r. 


Und da man hierbei e so Mein annehmen kann, dafi auch noch: 

A-s> 1, 

so wachsen die Glieder mit m^ fiber jede Ghrenze, sodafi also 


i) Wobei also ^ ^ s*™ datf, 

y ^ OB 



Nr. 6. 


§ 50. Die Eriterien eister Art. 


34S 


'Stty divergierm Selbstverstandlicli genOgt es andererseits far 

die Konvergem von wenn: 

(5b) nm>/a^<l, 

v-^ce 

sodafi also schliefilich aberhanpt tmr der obere Limes von in Be- 

tracht kommt und ein Versagen des fraglichen Eriteriums nnr dann ein- 
tritt, wenn: 

iim 1. 

5. Das in (D) bzw. (E) enthaltene JSTonvergenjgkritermm gestattet 
noch eine gewisse^ theoretiscb interessante Yerallgemeinemng. Setzt 
man in (D): 

2,3,...) Jtfo-JDo-S 

also; 

V V 

1 0 


BO nimmt das Konvergen^kriterinm (D) die Form an: 
2. 

(6) lim (D ^ . dy < 1 : Konvergem, 

v-^-oo 


Dabei kann — da die bei der Aufstellung der Formel (D) 
keiner besonderen Beschrankung nnterworfen waren — nach dem Satze 
von § 48, Nr. 2 (S, 326, Gl. (7)) das allgemeine Glied jeder beliebigen 
divergenten Reihe bedeuten. 

Sei nun femer das allgemeine Glied einer bdiebigen konvergenten 
Reihe, so ist es far die Konvergeng von gl^ichfalls hinreichend, wenn 
von irgendeiner bestimmten Stelle v ab; 

Cp • < 1 

V 

und diese Bedingung kann, da jedes v — hier 

0 

1) Der Grand dieses Yerhaltens liegt ofEenbar darin, dafi bier die zor Eritexiom- 
bildong bexangezogene Verglek^eihe aos lanter Gliedezn besteht, welobe sohliefi- 
lich ins Unendliche waohsen, and dafi daber jede ans ibr Jierausgehobene Beibe 
gleidifalls divergiert, was ixn allgemeinen nicht der Fall za sein brancbt, wenn die 
Glieder der divergenten Beibe scblieblicb gegen Noll konvergiexen oder aucb nor 
den onteren Lunes Noll baben (s. § 46, Nr. 1, S. 311). 


23 
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ilbrigens einscbliefilich v — ► oo — endliche und von Null verschiedene 
positive Zahl bedeutet, ohne weiteres durch die folgende ersetzt werden: 

aus welcher dann schliefilicb als hinreiobende Bedingung sicb ergibt: 
2. 

(7) lim (C, * +p) **' < 1 : Komergenz. 

V->OD 

Bezeicbnet man mm mit (JSJ eine ganz hdidbige unbegrenzte Folge 
positiver Zaldm, so muB entweder divergieren oder konvergieren, 

d. b. die gebSren entweder der E[lasse der Zablen oder deijenigen 
der an. Infolgedessen kann man aber die in (6) und (7) entbaltenen. 
vdllig gleidmrtig gestalteten Eonvergeozbedingungen folgendermaBen zu- 
sammeniassen: 

Die Beihe ist konvergent, wenn eine positive ZcMenfolge (J5J 
existiert, sodafi: 

1 ^ 

(G) )*-<l, wo; 

Er ist (lies ein KocTergenzkriterinin erster Art, welches dnrch die 
schwerlich zu tiberbietende AUgemeiHlmt seiner Form merkwi!lxdig er- 
scheint und in dieser Hinsicht das Tollkommene Analogon zu dem spater 
zu er^hnenden (§ 54, UngL (J), S. 379) Earn merschen Eriteiium (eweiter 
Art) bildet. Man kann ihm durch Vbergang zu den Logsrithmen der 
beiden Ungleichungsseiten ^nach Analogle des KonTergenzkriteriums (E)) 
auch die Form geben: 

(H) Um — ^ < 0 : Konvergem. 

V ->00 


§ 51. Beispiele fttr die Anwendaug der Kriterien erster Art. — 
Blyergenzmaft der Beihen: ^ ^ -tt-, • 

Legendres AnnS,herangsformel far die H&nflgkeit der Primzahlen. 


1. Es sei: 


( 1 ) 


(^. = 1 , 2 , 3 ,...)- 


V 

Man bemerkt zunachst, dafi die Glieder dieser Beihe durchweg unter den 
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entspreclienden der harmonischen Reihe (§ 44^ Nr. 4, S 299), dagegen 
von einer bestimmten Stelle ab stets uber denjenigen der Reihe ^ 

liegen, wie Mein auch die positive Zahl p angenommen warden mag. 

Im ftbrigen ergibt sich: 


lim V - fly *= lim — lim e 

y->oo r->-oc — v->oo 


sodafi also die betreffende Reihe auf Ghmnd des ersten Divergenzkriteriums 
der Skala (O'), § 50 (S. 336), divergiert^) 

2. Setzt man: 

(—2,3.-), 

SO hat man: 

(4) (Ig v )^ » = (e^» »)••«''-. (e>e ») • ifei- ... 
also: 

(5) lim v»+e • a, = lim = 0, 

d. h. die Reihe ist anf Orund des ersten Eonvergenzkriterituns der 
Skala (G") Jconvergent Das gleiche gilt allgemein, wenn gesetzt wird: 




(]fe»l,2,3,...), 


wegen: 

(7) *= == 

Dagegen ware die Reihe mit dem allgexneinen Gliede: 


divergent. Denn man hat: 


1) Wie ans Nr. 3 des voiigen Paragrapheo hervorgeht, muB das di^mkUve 
Eriteriam der betreffendeo Stufe, also das Kziterinm (F^') hier vmagen. In der 
Tat findet man: 


lim s= lim (l + !• 

v^co »'->oo \ rj Igv 


Man mufite also das nS,cli8t bdhere Eriterinm (d. h. (F,') fdr k=^t) anwenden nnd 
findet alsdann: 

Ig-^ 1 

lixa ■ , as lim ■ ss 0 : JDivergenz. 

r->oo lgi«^ 
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(10) V . a, - - e ' S 

folglioh mit Benfltzang Ton § 38, Ql. (2), S. 240: 

(11) limva, = <x), 

1>*BQD 

Hieraus folgt noch a fortiori, daB auch jede Reihe von der Form 




(fc =>=• 1, 2, 3, • • •; 1 = 1, 2, 3, • • •) divergiert. 


3. Die Reihe mit dem allgemeiixen Gliede: 




ist hmvergent fflr tf > 0, divergent ftlr tf ^ 0. 

Man hat namlich nach § 38, Nr. 5 (S. 247, Gl. (36 a)): 




nnd wenn man diese Gleichnng in die (1 + <!)“ Potenz erhebt: 

(14) lim ii(v)^+<' ■ a, <= 1 , 

worans wieder mit Bendtznng des Kriteriams (G') die Richtigkeit der 
obigen Behanptong hervorgeht. 

Das analoge gilt fdr die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 


(s. S. 247, GL (36b)). 

00 

4 Wir fanden frOher, daS die Reihe “ lg~^} hmvergiert 

1 

(ihre Snmme war die Evdersche Konstanie y: s. § 34, S. 207, GL (8), (9) 
nnd § 44, S. 300, GL (19)). In gleioher Weise konvergiert nun audh die 
Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 

welehe offenhar fSr % <= 0 in die ehen erwahnte tlbeigeht, Mis wiftTi 
wiederum den Symbolen IgjV, i^(v) die Bedeutung von v beilegt 
Aus § 38, S. 246, Ungl. (28) folgt r^mlich fhr >» « -f- 1 : 

£*(») ^ ^^*+1 (v + 1) — (v) > , 


(17) 





iitW 

1 


— Iff ‘OAr\- -r */ ^ 

ijbW^ * lg*W ^ 
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^o: 

<18) 

xind scUiefilich: 

® < (i;;^ ~ ^ %tt) ^ ~ it(v + 1)) ' 

-troraas unmittdbar Kotwergeng der fraglichen Beihe resttltieri, da ja 
•die Reihe (l^ ~ x^(y^[- 1)) *olohe von der lypischen Form 




Bezeichnet man. etwa mit % die kleinste positive gange Zcihl, fBr 
welche Ig^mj positir aasf'dllt, so kann man also setzen: 


(20) 




-iro 8^ eine bestimmte positive ZM bedentet, welche fOr % 0 (also: •> 1) 

in die EulerstAe Konsiante Qbetgehi;. 

Scbreibt man GL (20) folgendermaBen: 

n n 

(21) M {2l^ - ~ 

mk m* 

SO folgt, daB: 

n 

w Jr. (.5:4- 

Oder — wegen lim (lgt 4 .i(w + 1) — Igi+iW) “0 — auch: 

n 

•(23) Im I Lj^fy) ^*+1 “ ^8i+i(%) “ Yh' 

»4f 

OP 

Die Beibe: (k — 1, 2, 3, • • •) divergiert also in der Weise, 

»* 

n 

^afi die Differenz: endlich bleibt tmd fttr 

m 

n— ►oo einen hestimvntm OreMtoert besitzt. Es gibt also l&+i(w) 

II 

ein genaues Mafi fur die Dwergeng der Beihe: ffir « — ► oo 
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ia dem Sumo^ daB nicht itur der Q^tient dieser beiden Zahlen mit un- 

n 

begrensst 'nacbsendem n der Greuze 1 zustrebt (also: = 

sondem daS geTadezii ihre Differenz gegen eine bestimmte Zahl yj^ kon- 
'vergiert. 

5. In aJuilicher Weise laBt sich auch das gena/ue Divergenzmafi der 

OP 

Rdhe (wo: 0 < p < 1) bestimmen. Setzt maa aamlich: 

«. =■ - t{(*' + 1)^ - 

(24) 




SO la2t sieh znnSchst zeigen^ daB konvergiert. Nach § 31, Nr. 5 
(S. 193, FuBn.) hat man: 


(25) 

und daher: 

(26) 

also schliefilich: 

(27) 




<1 + -!-, 




<T> 


y + 1 ^ 


>0 


<„?/! L.)» 

woraus in der Tat die Kionvergenz der Reibe resnltiert, etwa^ 

OD 

« sW. Man hat nun femer: 

1 

n n n 

2 ®” ““^ 7 ^ “ 7 ^ 

1 1 ‘i 

„ , 1 

o ■^7» 


(28) 
and daher: 

(29) lim{ «(?)_! «.y(e). 
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§ £1. Diveigenzmafi der Beihe 



Da ubrigens: 

(30) + + ^ 

so folgt, dafi: 

(31) lim ((« + l)f _ w?) _ 0, 


g 


and man kann somit Gl. (29) aiich durch die folgende ersetzen: 

(32) j2;i^ - 

n->-0D P ^ Q * 

sodaB also ~ in dem oben angegebenen Sinne ein genaues JHafi fur die 

JHvergenz der Reihe ^ abgibt. Setzt man die bier auftretende 
Differenz in die Form: 


(33) 




‘ 1 


i(ve — (v— l)f)|, 


SO erkennt man leicht mit Hilfe der oben benBtzten Ungleichungen (D) 
und (A) des § 31, daB jedes einzelne Glied der letzten Summe, und somib 
auch negoHv ansfallt, wabrend andererseits 6L (29) zeigt^ daB 

yte) > — ^ sein muB. 

6. Wie in § 6, Nr. 1 (S. 34) gezeigt wnrde, ist die Beibe der Prim- 
jsahlen, d. b. deijenigen ganzen Zablen welche nur durch sich selbst 
und die Einheit teilbar sind 2, — 3, 5, p^^ 1 us£), eine 


Die Anzahl der Primzahlen p^y welche irgendeine positive ganze 
Zabl n nicht ubersteigen, nimmt also mit n unbegrend, aber, wie die direkte 
Abmhlung der Primzahlen gelehrt bat, in sehr unregehnafiiger Weise zu; 
Oder anders ausgesprocben: bezeichnet man mit P{n) die AnzM der- 
jenigen Primzahlen, welche sind, so gelangt man auf dem ange- 
deuteten empirischen Wege zu der Yermutung, daB der zwischen n und 
P(n) bestehende Zusammenbang aufierst verwicJcelter Natur sein muB. 
Denselben durch eine exahte, aber naturgemaB entspreohend Icomplmerie 
Formel darzustellen, ist im wesentlichen Riemann mit Hilfe fonktionen- 
theoretischer Methoden, insbesondere durch Anwendung der komplexen 
Integration gelungen, allerdings auf Grund gewisser, lediglich auf Ver- 
mutung beruhender Annahmen, deren eine auch heute noch nicht voU- 
stSndig bewiesen ist. Dagegen hat schon Legendre durch Induktion 
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eine selir einfache Annahermigsformel gefunden^ welche innerhalb verhalt- 
xiiBmaBig weiter, mit der Erfahrucg verglichener Zahlengrenzen (von 
1000 bis zu 3 Millionen) der Wahrheit sehr nahe kommende Resultate 
liefert. Dieselbe lantet: 

■wo: C— 1,08366, und |A(n)l eine im Vergleich zu n und P(«) verhaltnis- 
mafiig kleim- Zahl bedeutet, sobald man nur n einigermafim graft (etwa 
1000) aimimmt (z. B. A(IOOO) = — 3, A(10 000) = 0, A(100 000) = 4, 
A (1000 000) = — 42). Setzt man in der obigen Formel n = p^, wo 
wiederum die v** Primzahl bedeutet, so wird P(2).) “ v, und daher: 


(35) 

Daraus ^6t sicb folgern, dafi die Beihe deijenigen Zablen q^, welcbe 
durch die folgende Gleichung definiert sind^): 


(36) 


g> 

lg«, - c 


V, 


zum mindesten innerhalb gewisser Grenzen nciherungstoeise mit der 


1) Der Beweis dafbr, daft diese Definition uberbanpt einen Sixin bat, daB also 
znr Folge der natfirlicben Zablen v, znm mindesten von einem bestimmten v ab, 
eine (nbrigens best&ndig wacbsende) nnbegrenzte Folge von Zablen geb5rt, be- 
rabt auf der (mit Benntzung sebr einfacber, bier jedoob noch nicbt znr Verffigung 

stebender analytisobex Bilfsmittel beweisbaren) Tatsacbe, dafi der Ausdrnck — q 

(welcber fClr q^ ebenfalls den Wert hat) gleicbzeitig mit 2 > 
monoton wacbsend jeden, insbesondere also jeden ganzzakUgen Wert ^ etn- 

mal und nur einmal annimmt, dafi also nmgekebrt zu jedem etn und 

nur ein geh5rt. 

Um die Abweicbnng der Zablen q^ von den abzascb&tzen, findet man zn- 
nSlcbst ans GI. (36), (36): 

lg9,- 0 ~ W^-'G “ 

also: 

iyO«Pr — G) — J»,(lg9.— 0) - ACp,) • (lgPy-C)<}gq^-C), 

anders gescbrieben: 

(9, -i»,)agi»K - 0) - ag.9, - igi>,)[p,.+ A(p,> . (igp,- 0)] = A(p,) • agp, - c)*. 
Nun ist (a. § 34, Ungl. (3), S. 206): 


|lg9,*-lgP,| 




I 9y Py 1 




und es ergibt sioh somit, wenn man v tou Tomherein grofi genng annimmt, dafi 
Ig (.Pr — G)>(> ansf&Ut: 
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Beihe dei- Primsahlen ■ubereinstimmen wird. Es bietet damach 
6iniges Iiiteresse, die Divergenz bzw. Konvergenz von Beihen der Form 

’M^tersuchen. Dabei kSnnea wir noch, ohne 


die fragliche Untersuchung merklicb zu erschweren, an die Stelle der 
Zahlen einen etwas allgemeineren Typus von Zablen r,. setzen, welche 
einer Gleicbung von folgender Form geniigen^): 


<37) 




V. 


Hier bedentet A^, eine Zahl, welcbe fur jeden Wert von v zwiscben zwei 
endlicben positiven Zahlen enthalten bleibt; eine (positive oder nega- 
tive) Zahl (inkLO), deren Absolut wert mit unbegrenzt wachsenden Werten 
von V aucb in gewisser Weise unbegrenzt wachsen darf, hochstens aber 
in dem Mafie, daB: |5y|-<lgr^ iind daher, zum mindesten von einem 
bestimmten Werte v^n ab, stets Ay-lgr^ + B^>0 ausfallt. Die 
Zahlen gohen dann in die oben mit bezeichneten Zahlen liber, wenn 
speziell: A ^ «— 1,2^#* — 0 gesetzt wird. 

7. Bringt man GL (37) auf die Form; 

SO folgt zunachst; daB: 



Ig V =■ Ig r, - Igj r, - Ig {A^ + , 

und daher: 


(39) 


lim If =• 1 , also: Ig r, s Ig v, 

WOO 


Lip ) 

Oder aach, da ’' Ggp^ — C) ffir bmianglich groBe numeriscli verh^tnia- 
Pv A(p ) 

mafiig Mein wird, der Ausdruck: 1 -) — QsPv'^^) dann also jedenfalls 
ausfallt; 

1 4. -|>J ((l - Q«Pv - C) - 1) < 1 ApJ tlgp, - o* 


und daber schlieBlicb: 

l 9 ,-i>,l ^ lA(p J|(lgp,-C)« 

Py (P, — A(pp)(lgp,— 0)— P,. ’ 
sodaJB ftlso 1 4,,”P, I i® Verglsich zu p^ fcWw wild. 

1) Der Beweis fEtr die Exietenz der Zahlen r, kann in analoger Weise ^6' 
fOhrt werden, wie ffir die q^. 
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somit aucli aUgemein: 

(40) Igi n Ig* V (* == 1, 2, 3, ■ • • 

Da nun aas 61. (37) sich ergibt: 


Nr. 6. 


m T' 


A • V 


Igr.+ X 


1 lgf_ 

A^-vlgv ■ Igr^ 


1 + 


B ’ 


so findet man mit Beniitzung von (39) und (40) die drei Beziehungen: 

1 ^ ,11 1 

r,. vlgv’ 


(42) 


also: 




’•vOg'-/ 


A 

1 






lf,-lgjr,..-lgif,.(lgj,.r/ A, *lgvlg3»-...(lgt 

Dieselben lehren, dafi die Eeiben mit dem allgemeinen Gliede: 

(dS) 1 .1 1 

r,0grf)^' »■,•lg2»•l-'••(lgt^)‘■*■^ 

fiir p ^ 0 divergieren (s. S. 325, 61. (5); S. 328, 61. (14)), dagegen fSr 9 > 6 
honvergieren (s. S. 331, UngL (4); S. 334, 61. (17)). Es div&rgiert also 

insbesondere die Reibe , wahrend schon ^ ^ — - und sogar: 


2- 


f&r jedes positive 9 hmvergiert. 


r,(lg,r/+? 

Es verdient bemerkt zu werden, dafi die Divergem bzw. Konvergeng 
aller dieser Beihen erbalten bleibt, wenn an die SteUe der Zahlen die 

Reihe der Primgdldenp, gesetzt mrd. Die Konvergeng der Reihe ^ 

ffir 9 > 0 ist ohne weiteres evident^ ibre Divergeng fSr 9 <» 0 und a forUori 
fUr 9<0 wird sich bei spaterer Gelegenbeit ergeben.^) Den Beweis fQr 
die Divergeng bzw. Konvergeng der iibrigen in Betracbt kommenden Reiben 
hat Tcbebicbeff gegeben: obschon derselbe lediglich auf ganz elemen- 
taren Hil&mitteln berubt, so woUen wir seiner Weit^ufigkeit halber nicbt 
naber darauf eingebeu und begnQgen uns mit dem Hinweise auf die be- 
trefPende Abbandlung.*) 


1 ) S. § 83, Nr. 3. 

2) Mmoire sur Us nombres premiers. Journal de Ifath^matiques, T. 17, p. 384. 
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§ 52. Cber die Tragweite der Kritorien erster Art. — 
TJnmoglichkeit eines absolnt wirksamen Eriteriums. — Beihen, 
welche wegen besonders schwacher Dirergenz Oder Eonyergenz 
auf keins der logarithmischen Eriteiien reagieren. 

1. Ein beliebiges Kriterienpaar erster Art: 

iipt i), • a, , > 0 ; Divergeng, 

lim C7, • a^. < oo : Konvergens, 

r <>00 

versagt niclit nnr, wenn geradezu: 

(I) lim D, ■ = 0 , lim C, • - oo, 

r->Qo 

sondem aucb dann, weim die fraglicben Grenzwerte nicht existieren und 
gleichzeitig: 

(II) lim A •«.+, = 0, fimC,-o,^. -oo. 

v-^a» 

Hieraus gelit aber hervor, daB die Wirksamieit jedes solchen Kriteriums 
gang wesenilich von der Anordnung der Glieder a, abhangt (wahrend die 
Divergeng bzw. Konvergeng selbst hiervon mahhangig ist). Urn die Bicb- 
tigkeit dieser Bemerkung in Evidenz zu setzen, beweise icb den folgen- 
den Satz: 

Sedeuten (a^), (Q^ uniegrengte Folgen positiver Zahlen 

von der Art, dafi: 

lim =» 0, lim « oo , lim §^ = 00 , 

v-i-oo’ r-^-OD r->«oo 

so lafit sick die Qesamfheit der ZcMen stets als eine Folge (bj 
anordnen, sodafi: 

lim P, -b, — 0, -b, = 00 . 

v->oo 

Beweis. Man zerlege die Beihe der Zahlen v ganz willkiirlich in 
zwei nnbegrenzte Folgen (m^) and (r^) (wo: A = 0, 1, 2, • • •).^) Sodann 
kann man nach Anuahme einer nnbegrenzten Folge positiver Zahlen (e,) 
mit dem Qrengwerte NvU ana der Beihe (a^) eine unbegrenzte Folge von 
Gliedem a^', o/, a,', • • • in der Weise herausheben, dafi: 


( 1 ) 




-mo 




P ^ 

m. 




P ^ 


(da ja: lim * 0) und daB nock eine gleicbfalls unbegrenzte Folge 


1) Man nehme z. B. fOr alle geraden 
Zahlen, also: 

tUx = 2X, Tx — 


Zahlen (inkl. 0), fiir Vx alle ungeradm 
21 + 1 . 
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iibrig bleibt. Diese (ibrig bleibenden a, zerlege man willkilrlich in zwei 
unbegrenzte Fol^en («/')> “ 0, 1, 2, • • •) nnd hebe sodann 

au8 der Beibe der Zahlen eine unbegrenzte Folge: Q^, • • • 

berans, sodafi; 


( 2 ) 





(was stets mSglicb ist, wegen: Urn = oo). Die nacb Ausbebung der 

v-yoo 

Zahlen ans der Folge (r;^) iibrig bleibende unbegrenzte Folge werde 
mit bezeichnet. (NB. Da6 wirklich auch stets eine unbegrenzte 
Folge (p^ zum Vorschein kommt, kann man offenbar durch passende 
Auswahl der unter alien Umstanden erzielen.) 

Setzt man jetzt: 




so ist jedes Glied einem bestimmten Gliede der Folge (a,,) gleich und mn- 
geJcehrtj sodaB also die Folge (6,) lediglich eine XJmordnung der Folge 
darstellt. Andererseits hat man aber nach (1) und (2); 


( 4 ) 

d. b.: 

(5) 



lim P, • b, = 0, lim • b, = oo , q. e. d. 

I’-yoc r->oe 


2. Aus dem eben bewiesenen Satze wird nun aber evident, dafi es 
kein dbsolut d. h. in alien Fallen wirhsames Divergenz- oder Konvergenz- 
kriterium erster Art geben kann: denn die Wirksamkeit jedes solclien 
Kriteriums lafit sich durch bloBe Umordnung der Reihenglieder uuf- 
heben. Und aus demselben Grunde kann es auch hcine mit v ins 
Unendliche wachsende Zahlenfolgens(P,.), (§,,) geben, derart, daB die 
Beziehung: 

lim P, . a,,^^ > 0 (bzw. lim P^ * a^, > 0) 

r-y» v-yoo 

eine notwmdige Bedingung fvir die Divergem, Oder die Beziebung: 


lim < oo (bzw. lim < oo) 

T->oo y->oo 

eine solcbe far die Komergenz darstellt. — 

Wahlt man die znr Kriterienbildung dienenden D^, C, speziell in 
der Weise, daS sie mit v monoton ins TTnendlicbe wacbsen, wie z. B. bei 
den Bonnetscben Eriterien (Formel (C) des Torigen Paragrapbeu): 
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bin Xii(v) • a, > 0 : Divergent *) | 

lim (Ig* v)? • a, < C30 : Konvergem ((> > 0) I 

V->0D j 

SO wird ofifenbar als giinstigsie Anordnung ftir deren Brauchbarkeit die^ 
jenige erscbeinen, bei welcher die mit wacbsendem v sich gleichfalls 
monoton andern, d. h. (da wir ein fUr allemal lim = 0 annehmen diirfen) 
monoton dbnelmen bzw. niemals zuneJmen. Wir wollen nun zeigen^ daB 
auch in diesem besonderen Falle die Tragweite jener Kriterien eine be^ 
grenzte ist, d. h. es gibt sowohl divergentSy als hmvergente Reihen mit 
monoton abnehmenden Gliedem, bei denen jedes der obigen Bjriterien in 
der Weise versagt, daB eine der bei den durch 61. (I) und (II) charakte- 
risierten Eventualitaten eintritt. 

S. Wir betrachten zunachst denjenigen FaU, der an das Auftreten 
der Gleicbungen (1) anknfipfi;. Es bandelt sich also hierbei um die Her^ 
stellnng solcher Zahlenfolgen (aj, fQr welche gleichzeitig: 

(6) lim Lj^(v) . = 0 , lim Lt{v) • (Ig* v)? -a^^oo (p > 0) , 

V->00 

wie grofi man auch den Index "k annehmen moge. Man erzielt aber dieses 
Resultat in der einfachsten Weise, indem man setzt: 


( 7 ) 


1 


wb eine nattirliche Zahl bedeutet, die mit wachsendem v niemals 
nimmty vielmehr in passender (sogleich naher anzugebender) Weise m- 
nimmt und schlieBlich ins Unendliche wachst. Die ZunaJime der ist 
dabei lediglich an die Beschrankung gebunden, daB L^^(v) allemal positk 
ausfallen und mit v momton zun^men soil, was offenbar erreicht wird, 
wenn man irgendeinen bestimmten Zahlenwert k (^ -= 1, 2, 3, • • •) 
friihestens dann annehmen liiBt, wenn v grofi genug geworden ist, daB 
lg;i V > 1 ausf allt. 

Wir wollen nun, um irgendeine definitire Festsetzung zu treffen, die 
Zunahme der so regulieren, daB bei dem ersten Vy fttr welches der 
FaU Igji V > 1 eintritt, m^ auch wwklich sofort den Wert k erhalten soUL 


1) loh Bchreibe jetzfc statt flr+p ®twaa einfacher a,, was offenbar ohne jede 
Beschianktmg der Allgemeinheit gcBchehcn kaxm. Denn man hat (fClr ft *=* 0, 1, 2, • • 

kaxm alBO zunaohBt in den betreffenden Kriterien lg*W, X;t(v) ohne weiteres durch 
©rsetzen und schlieBlich v fltatt y+jp Bchreiben. 
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Zur geDaueren Beurteilung der auf diese Weise sich ergebenden suTzzes- 
siven Zunalme der fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein^): 

(8) e == fij =* eg e ^2 «= . . . e ^ 

eodaB also: 


^1 — 1 Igl ^ ^gl ^ ^2 ‘ 

• • • • Igi =* ^;i-i 


II 

1 

lg,^-l • 

•••• lg8«-! = e-i-s 


II 


I = l 

Alsdann bat man (ffir A = 1, 2, 3, • • •) zu setzen: 

(10) solange: *) d. h.: [eJ + l^v^[C;i^.J, 

wenn wiederum das Symbol [x] die grofite in x enthaltene ganze Zahl 
bedeutet. Es bleibt also unverirnderlich = X, solange v sich in den 

angegebenen Grenzen bewegt, und wachst erst wieder um 1, sobald v 
die Zahl iibersteigt Za den bis dnhin vorhandenen Paktoren von 
(v)««i/-lgii/‘'-lg^ V tritt daim noch der weitere: hinzu, 

sodaB die Monotonie der Zunabme von Lf^^{v) keine IJnterbrechung 
erleidet. 


1) ^gl- S 88, S. 242, Gl. (9). JDoH wnrde gesetzt: 




pP) 




(») 


Pp) 


eodafi also die jetzigen Bezeichnungen: 


I 1 1 • ’ • 

in jener frdher benutzten Schreibweise lauten wflrden: 




(1) g(2) g(3) 

^ ©I 1 6^ » 


2) Ich lasse es dahingesteUt, ob der Fall: 

= «i+i “ C«i+i]. 

welcher bei der Formulierung der Bedingnngen (10) ab mi>glich zugelassen ist, in 
Wirklichkeii jemab eintreten kOnne. Man weifi nSLmlich nnr, daO, gerade so Trie 
e selbst, auch jede rationale Potenz yon e eine IrraUonaleahl ist. Dagegen er- 
scheint es immerhin fraglich, ob nicht e; fiir irgendwelche Werte von % eine ratio- 
naU Oder sogar eine ganze Zahl sein kOnnte. Das Gegcnteil ist wenigstens, soviel 
ich weifi, bisher nicht bewiesen worden. 
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^ ird jetzt eine natiirliclie ZaU h beliebig groS YOrgeschriebezi^ so 
hat man nach (10): 

wi ^ fc + 1 , wenn: v > Cj ,,. , 
unddaher: " ^ 

(11) ffir V>e^^^. 

Da aber: >- ii(v), SO folgl: a fortiori'. 

(1^) ®1®®‘ «K -< (fiir jedes noch so groBe i), 

Oder anclers geschrieben: 

lim ii(v) • a, = 0, 

V->09 

wie oben (Gl. (6)) behauptet wurde. Die Beihe^a^ reagiert also auf Iceins 
der logarifhmischen Divergenjskriterien. 

4. Nicht ganz so unmittelbar erkeimt man, daB auch jedes der loga- 
ritlimischen Konverg€ins\xiteiriea hier versagen muB. Wird zunSchst wie- 
deruiu k beliebig groB fixiert, so kann man v so groB annehmen, daB 
die Zalil Z* um eine beliebige naturliche Zahl g, ubersteigi Setzt man 
niimlich in (10): 

(13) so wird: + 

Man hat sodann: 

(14) • (Igib^)^^ * <^v * \ f y 

NTun steht nach § 38, S. 244, Ungl. (25a) allerdings fest, daB: 

(li^) QSk'^y > lg*+i ^ * lgi+3 ^ ‘ • lg*+^ ^ 

fill* jedes beliebig klein vorgeschriebene p > 0 und jedes idiehig gro^ 
vorgeschriebcne, aber sodann als umeranderlich anzusehende g. Da aber 
in dem vorliegenden Falle g ^ — Jc gleichzeitig mit v ms Unendliche 

wachst, so muB erst ausdriicklich bewiesen werden, daB die Relation (15) 
fur diesen Fall noch giiltig bleibt. Wir gehen hierbei aus yon der Be- 
ziehung: 

(IG) €«>«* fur a>0, 

deren Richtigkeit sich in folgender Weise ergibt. Aus: 

e'>(l + T)' 




23 


I 


2-3-4 


folgt fiir V — oo : 




Pringiibelai, Torlesuagon I, 3. 


24 
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1st nun: 0 < a < 2, so wird: 

a®^2a, also: und daher: 


1 st dagegen a >2, so hat man: 

> 2«*, also: > -^ 

a® > 4 > 4«*, also: 

und daher schliefilich wiederum: 


^ c* 

6 "t" 2'4 '2 > 


s“ > a*. 

Setzt man jetzt in 61. (16) a = v und beachtet, daB: 
so ergibt sich: 

(17) lgiV> (lg;i+,v)*, wenn: lgi+iV>0, d.h. v>Ci. 


Durch Substitution von A'-=&+l,^ + 2, + 1 und Mnltipli- 

kation der betreffenden tJngleichungen folgt sodann: 

Igi + l V • Igi+s V • • • lgi+/._lV > Ggi + J»'lgi+8»'-"lg* + ,.v)® 


nnd nach Weglassimg der gemeinsamen Faktoren und nochmaliger Multi- 
plikation mit 

(18) (lg*+i v)* > {Igi+lV • lgt + 8 V • . . Igi+^.i*} • (lgi + ^ v)®, 

wenn: lgi+,.v>0, d. h. 

Nimmt man hier nicht nur sondern in Cibereinstimmung- 

mit Ungl. (13) v > so wird lgi+^ r > 1 (s. die Gleichungen (9)) 
und daher a /biiiori: 


(19) (lg*+i»')*>lg*+i*'-l&+J*'--*lg*+/.^> 

Oder wenn man wieder (s. (13)) ifc durch m, ersetzt: 

( 20 ) (lg4+i»)*>lgi+iv-lgi+8v.--lg„^v, wenn: v>e^. 

Dabei ist nur, damit die IJngleichung einen Sinn hat, jedenfaUs JH,. ^ 7c + 1 
zu nehmen, dagegen ist m, an gar keine obere Schranke gebunden und 
darf also nach MaBgabe der definierenden Bedingong (10) gleichzeitig 
mit V unbegrenzt vergrofiert werden. 

Da nun andererseits nach S. 241, 61. (5): 

(Igt v)« >- (Igi+i v)* far jedes p > 0, 
so folgt schliefilich a fortiori auch: 

(21) (lg*v)f>lg*+ivlgt+,v...]g„^v. 
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usd daher: 

(22) d. h. lim //*(»/) -(Igjv)?- a, = oo (p>0), 

r->OD 

sodafi also in der Tat auch auflceins der logarithmischen Konvergenz- 
kriterien reagiert. 

5. Wir werden sogleich direkt nachweisen, dafi die Reihe diver- 
giert. Uni aber zugleicb auch aus monoton abnehmenden Gliedem ge- 
bildete konvergente Reihen zu erhalten, bei denen jedes logarithmische 
Kriterium in dem Sinne der Gleichungen (I) bzw. (6) versagt, betrachten 
wir den etwas allgemeineren Ausdruck: 


<23) = wo: 6^0, 

welcher fUr =» 0 in den bisher betrachteten (also: iiber- 

geht, und zeigen, dafi divergiert fdr ^ 1, dagegen konvergiert 

filr o > 1, wahrend sich die in bezug auf die logarithmischen Kri- 
terien geradeso verhalten wie die (s. Gl. (6)). 

Beziiglich der Divergenzkriteriejx ergibt sich dies ohne weiteres aus 
der Beziehung: 

^ ^ fdr: 

da hieraus mit Berilcksichtigung yen (12) folgt: 

(24) aW d. h. lim 4(v) • a ^ = 0. 

y v-Voo 

Wird sodann wieder, nachdem man k beliebig grofi fixiert hat, v in 
die Grenzen eingeschlossen: 

sodafi also: = + (ft — 0,1,2, •••) 

(s. (13)), so hat man: 

Igt V > Igt 6*+,, = (wegen: Ig* a. GI. (9), S. 356), 

und daher: 




> V = y. . 

^ ' m,* (* + (i)* \*: + (»/ ft* 

Da aber: 

Ci-=e>2, (% = e®i>l + Ci>3, ^ = e®*>l + c,>4 usf., 
so folgt: 

e^_i> [I und schliefilioh: e,, == > «“. 

Hiemach ergibt sich aus (25) a fortiori'. 


Ogt”)*’ 


\*+ fij (t® 


84 



360 Abschnitt II. Kap. II. Reihen mit lauter positiven GKedem. Nr. 6. 

und daher, da gleichzeitig mit v auch fiber aUe Grenzen wachst, nach 
§ 38, S. 239, Gl. (1): 

(27) lim = oo, also: 

r-><» W/ 

auch. wenn man j? > 0 heliehig Tdein^ 2 > 0 heliehig grofi fixiert. 

Die Polge der wachst also auch nach der in § 38, Nr. 2 ge- 
brauchten Terminologie (vgl. S. 241, Fufin. 1) unmdlich viel langsamer 
ins Uneudliche als lgn,v bei beliebig gro/i angenommenem Jc.^) 

Man hat nun schliefilich: 




(ig* 


(ig**) 




lgi + l»'-lgjt+2*'---lg«„»- 


m 


und daher mit Benfitzung von (21) und (27): 

(28) lim 4 (i/) . (Igj v)<i • = oo oder auch: > 7 7 - ." — 7 , 

bei beliebig groB angenommenem i. Die Reihe reagiert daher 

auch auf keins der logarithmischen Konvergenakriterien. 

6 . Um nun die Divergmz bzw. Konvergmz der Reihe fest- 

zustellen, fassen wir jedesmal alle diejenigen Glieder zu einer Gruppe 
zusammen, ffir welche den unverimderL'chen Wert I hat (wobei 
dann der Reihe nach: 1 = 1, 2, 3, • • •). Da nun nach (10): 


so lange: [«;.] + 1 ^ 


so hat man also zu setzen: 





(29) 


1 1 

und Bodann: 

[ej+i 



1) Bei der Folge (m^) besitzen auf Grund der definierenden Bedingung (10) be- 
stimmte Gruppen konsekutiver Glieder immer einen ttnd denselben Wert. Will man 
die Faktoren dutch eine wirklich besi&ndig 2 :«nehmende Folge von glei- 
chem „Unendlich“ ersetzen, so braucht man zu den betreffenden uiy nnr die Glieder 
einer monoton ;swnehmenden Folge mit mdlichem Grenzwert zu addieren. Man 
seize z. B.; 
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(30) 



[«,] + ! 




in dem Sinne^ dafi die beiden Reihen nidit nirr im Falle der Sonvergeng 
dieselbe Summe besitzen, sondern daB die Divergene der einen Reibe aach 
diejenige der anderen nacb sicb ziebt. 

Nun ist nacb § 88, TJngl. (28 a), S. 246: 

^ ii(X-i) ’ 

und daber, wenn man in der ersten Ungleicbnng -= v in der 
meiten = v setzt: 




(31) 


_J_ I > Igi+i (*' + 1) - Igr+i *'» 
1 <lg2+it'-lgi+i(v-l). 


Mit Benfitzang dieser TTngleicbungen ergibt sicb: 

^ 1 j>^g2 + l [®i+l + ll ~lgi+l [®i+l]> Igi+l 8i+l ““lgi+1 

1< igi+1 C«i+i] -igi+iM < igi+1 «i+i - igi+1 

und da andererseite nacb (9): 
so wird: 


1 |>i-W[^2 + 13> 


sodafi man setzen kann: 

(32) 5irw”*>’ 

w** 

wo d'x miltleren Wert zvifischen 1 — ^;t+i "1“ ^ ““ 

also eine wesentlich positive Zabl bedeutet, die fflr jeden bestimmten 
Wert k endlich und von Null verschdeden ist und ffir X — ► oo den Grenz- 
wert 1 besitzt. Denn man hat: 


+ lgz+i«A“0, 

Im Igx+i [Bx + 1] « lim Ig^+i [ej - 0, 


und daher: 
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Somit wird schlieBlich: 
(33) 





•woraus herTorgelit, daB die fragliche Reihe divergiert fiir tf^l, dagegen 
konvergimi fiir ff>l. Insbesondere divergiert also aueh die fflr <y = 0 


resultiei'ende, 


in 


Nr. 3 zunacbst betraolitete Reihe 




Es hatte iibrigeiis die Vermutung nahe gelegen, daB die Reihe mit 
dem allgemeinen Gliede: 


(34) 


j (?) f 


aiialoff, wie > , fQr p > 0 Jconvergieren miifite, sodaB man 

auf diese Weise Reihen erlialten wurde, welche dann, wie unmittelbar 
zu ersehen, schwacher konvergierten, als jede der betrefiFendeii logarith- 
mischen Reihen, wahrend zugleich ihr Bildungsgesetz eine voUkom- 
menere Analogic mit den letzteren darbote, als dies bei den Reihen 
der Fall ist. 

Indessen laBt sich leicht zeigen, daB sogar f(ir jedes beliebig 

groB fixierte p, divergiert Da namlich nach (10) fur = A (A = 1, 2, 3, • • •) 
der Index v den Bedingungen geiiugt: so bewegt sich der 

Faktor stets innerhalb der Grenzen und e^. Mithin hat man: 


(35) 



1 ^ a,, 


woraus dann unmittelbar die Divergent der fragUchen Reihe hervorgeht. 
7. Von den beiden Reihen: 


(36) 


■ 2 * ’ 




(9>0) 


divergiert somit die erste und konvergiert die eweite schwacher als jede 
Reihe der unbegrenzten Skala: 


(37) 


^ — bzw. ^ ^ 


(ft-0,1,2,...). 


DaB es aber wiederum noeh sdiwiidier divergierende bzw. konvergierende 
Reihen geben muB, folgt aus den aUgemeineu SStzen von §§ 48, 49. 
Maif erhalt insbesondere wieder unbegrenete Skeden derartiger Reihen, die 
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flich an die Reihen (36) geradeso anscblieBen^ wie die gewohnliclien 

logarithmiscben Reihea (37) an die Anfangsreilien 

■wexm man bildefc: ^ 


(38) 





1 


(q>0). 


Denn es ergibt sich, voUkommen analog mit Gl. (33): 


(39) 


ce 


yi ^ 


yi ^ 


(P'k^k) 


(man hat liierzu lediglich den in — Grl. (23) — anffcretenden Faktor 
m/ durch: ersetzen), und man erkennt somit unmittel- 

bar die Divergent der betreflfenden Reihen fur p — 0, ihre Konvergmz 
far p > 0. 

Scbliefilich lassen sich dann aber auch vrieder Reihen herstellen, 
die nicht nur schivdcher divergieren bzw. konyergieren^ als irgmdeine be- 
liebig vorgeschriebene, sondem als jede Reihe der obigen Skala — usf. 
in infinitum, 

Diese Betrachtungen, welche im dbrigen keineswegs auf der beson- 
•deren Form der hier zugrunde gelegten Reihenskalen beruhen^ sondern 
ohne merkliche Schwierigkeit auf jedes beliebige Skalenpaar von direi^ 
genten und konvergenten Reihen tlbertragbar sind, fahren zu der Er- 
kenntnis; daB das Grrenzg^iet zwischen Divergent und Konvergmz sich in 
sehr vkl engere SchranJcen einschlieBen laBt^ als durch jedes beliebige SJcoden- 
jgaar von divergenten und konyergenten Reihen^ und daB es andererseits 
unmoglich erscheint^ auf diesem Wege jemals zu einer Grenze zwischen 
Divergenz und Konvergenz zu gelangen. 


§ 53. Grenzgebiete und Schranken der Divergenz und Konrergenz 
fur Beihen mit monoton abnehmeuden Gliedern. 

1. Die am Schlusse des yorigen Paragraphen benatzten Ausdracke: 
„Grrenzgebieif* zwischen Divergenz und Konvergenz und „SchranJcen^^ dieses 
Orenzgebietes — konnen^ auch bei der Beschrankung auf Reihen mit 
.monoton abnehmenden Gliedem^), leicht zu falschen Vorstellungen 
aber die Tragweite der damit zu yerbindenden Begriffe fahren. Urn in 

1) Far Reihen mit scbliefilich gegen NuU konvergierenden, aber nicht mo- 
noton abnehmenden Gliedem kann von irgendwelchen Divergenz- oder Konvergenz- 
^jSchrankefi,** aberhanpt nicht die Bede sein. Denn ist irgendwie voigelegt, 
80 kann man nach dem Satzevon 1 des vorigen Paragraphen (S. 858) dnrch blo^ 
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dieser Hinsicht jedcs MiBTBrstandnis auszusclilisfieii, steUen 'wir die fol- 
genden Betrachtungen an. 

Es sei d^>c^>0^ eine divergente, eine konvergenie Reihe 
mit monotohi gegen Null abnehmenden Gliedem, die c,, koanen dabei 
als jybeliehig nahe*^ aneinander liegend angenommen werden, d. h. so,. 
daB lim ~ oder selbst auch nur: lim — ein leliebig niedriges TJnmdlich 

vorstellt. 

Bedeutet dann ferner (aj irgendeine andere monoton abnebmende 
Zahlenfolge, so divergieri die Reibe wenn fiir alle v, ziim inindeJjlen 
von einem bestimmten Werte v ^ n anfangend: 

(A) 

sie Jcmvergierty wenn: 

(B) 

1st dagegen: 

(C) .c,<a^£d, 

■(wobei die Oleic/iheitszeichen in (0) nur soweit gelten sollen, daB die Even- 
tualitaten: a^^d^^ bzw. fiir jedes v'^n, als unter (A) bzw. (B> 

gehorig ausscheideii), so kann die Reihe noch divergieren oder konvergienn^ 
Wir sagen alsdann, sie gehore dem von den „SchranJcm^^ (rJ,.) und (cj 
eingeschlossenen ,^Grenzgd)iet€f^ zwischen Divergenz und Konvergenz an: 
es ist namlich oflfenbar unmbglichy tiber ihre Divergmz oder Konvergenz 
lediglich auf Grund der Beziehung (G) irgendwelche Aussage zu machen.. 

Nun darf man aber keineswegs glauben^ dafi durch irgendivelclie der- 
artige Schranken etwa aUe mdgliclien Reihen mit monoton abnehmendm’ 
Gliedern a, in drei wohlgesonderte Elassen vom Charakter (A), (B), (C) 
zerlegt werden konnen. Vielmehr gilt der folgende Satz: 

(I) Wie man auch monoion gegen NuU abnehmende Folgm 
{d^y (O; wdhlen mdge^), so gilt es stets nnendr- 

GliederuxQordnnng eine Reihe ^by daraus herstellen, sodafi: 

lim Cv • hy ^ 0, lim Dyby + oo, 

v4-oo y-^00 

auch wenn heliebig stark divergiert bzw. konvergiert (ersteres 

naiurlich mit der EinschiSnkang: limDySsoo). Die Reihe ^b^ enthillt also, 

V->O0 

mag sie selbst divergieren oder konvergieren, sicher u.nendlich viele Glieder, welcbe 
toils unter j toils aber den entsprechenden von bzw. liegen. 

1) Dabei haben also die (nur wegen des Hinweises anf die Ungleichnngen (A), 
(B), (0) beibehaltenen) Baebstaben dy, Cy znnaebst noch keineswegs die sonstige 
typische Bedeutung (d. b. es ist in dem vorliegenden Zusammenbange ganz gleich- 
gUltig, ob die Reihen ^dy, ^Cy divergieren oder konvergieren). 
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lidi vide monotone Fdgen (a/), wdclie die beiden Schromkm 
((?,), (c^) unendlich oft durchsetzen, die also keiner der drei 
Klassen (A), (B), (C) angehoren; d. h. man hat fur unendlich 
vide ft, A : 

(A') aft > dft ai < c^. 

Be weis. Es bedeute (p,,) eine vorlaniig ganz willkorlich zu deiikeiid& 
Folge positirer Zablen. Man bestimme sodann eine nnbegrenzt foitr 
setzbare Beihe wachsender natdrlicher ZaMen m^, • • • in der 

Weise, daB: 

(was ofifenbar stets und auf unendlich viele Arten moglich ist, da sowoht 
die als die monoton gegen Null abnehmen). Man erhalt durch 
dieses Verfahren eine unbegrenzte monoton abnehmende Folge von der 
Form: 

Po(^mo> >Pi<^mi > • • ’ > Pik+tCn^i+i > 

(wenn man der Gleiehfoimigkeit halber noch statt 0 schreibt). 

Setzt man jetzt: 

(1) = (sodaB also: 04 

und bestimmt im tLbrigen a/ fiir alle Werte von v, die zwischen m^ und. 
**i+i 0, 1 , 2, • • •) liegen, in der Weise, dafi af fiir 

V = mx, «t^ + 1, + 2, • • •, mx^i 

monoton (im Ubrigen wUlkiirlich) Ton zu dbnimmt, so bilden 

die a,' eine monoton cdmehmende Folge, welcbe unendlicb viele Glieder von 
der Form ( 1 ) enthalt. Wird jetzt ftber die p„ in der Weise verfagt, daB: 

Psk > 1 1 Psk+i < 1 ubrigen immer noct ganz beliebig), 
so hat man nach ( 1 ): 

Bodafi also die Folge (o/) in der Tat den Bedingungen (A') genflgt. 

1) Naturlioh gibt es analog auoh tmendliolx viele (a^, welche am et«e der 
Schranken (d,), (c^ unendlich oft durchsetzen, sodaB also far unendlich viele (t: 

(BO 

im ahrigen , , , , . 

durehuieg: oj > dx bzvr. dwrehweg: ax<.Cx- 

Man kann ja deiartige Folgen (af) mit Leiohtigkeit aus solchen vom Ch^kter (Ay 
herstellen, indem man alle Glieder aj<C;t (d. h. so, daB die Bedingong (B'i. 

erfailt -wird und die Monotonie erhaltcn bleibt) vergrii/3ert, bsw. alle Glieder af > d^ 
passend verkleinert. 
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WaJiU mm inshesondere die in der Weise, dafi: lim = oo , 
=• 0, so hat man sogar: 

(2®') + l ^”*2Jfc + l ■ 

2. Aus dem eben bewiesenen Satze und der daran geknupffcen ScbluB- 
bemerkung erkennt man aber^ wennman jetzt wieder denBuchstaben d^y Cy 
die soDstige tjpisehe Bedeatong beilegi;, unmittelbar folgendes: 

(II) Wie man auch eine divergevde und eine Jconvergente Reihe 
2dr hsw. (wo: d^>cj mit numoton gegen NvU ahnehmenden 
Gliedem woMen moge, so gibt es stets unendlkh vide ^ihen^ a,' 
mit tnonoton cdmdimenden Gliedern, wdche nicht dem von dm 
SchranTtm (<Z,), (cj eingesddossenen Gremgebiete angehorm, 
und derm Divergene oder Konvergme trotsdem nicht dutch 
Vergleichung von a,,' mit c, entscJneden werdm kmn. 

Versteht man namlich unter (a/) eine der unendlich vielen mono- 
tonen Folgen, welche der Belation (3a) geuQgen, so hat man wegen: 

aue (2 a) a fortiori-. 

also; 

(3) lim C7,a/ — oo , lim I>,a/ -= 0, 

»->oo v-^oo 

d. h. das zu a, D, gehSrige Enterienpaar versagt hier allemal nach dem 
Master der TTngleiohongen (11) am Anfange des vorigen Paragraphen. 

Msdann nmfi dber auch jedes dutch wdtere VerschSrfmg at*s JD^ 
ahsiddtende Eriterienpaar in dersdhen Weise versagm. 

Denn, nimmt man: !>/ < 0/, JD/ >- D,, Cf -< G,, also: d' > cf, 
d;<d,, c/>-c„ so folgt aus (2a), da6 amsomehr: 




and hieraus, wegen: 

' /, ' 1 

O' » 


d. h.: 
( 4 ) 


■'mii 

lim O/o/ — 00 

V-><» 


r» * * 

«2fc + l ^ 

« fortion: 

““ + i’ 

, lim jP/o/ 0. 

y->oo 


S. Aus dem Satze von Nr. 1 gekt ferner hervor, daB es 'kemesfatts 
gleichfseitig irgendeine aJlgemein guUige Schrcmke fdr die Divergenz und 
eine andere fdr die Kawoergenz in dem Sinne geben kann, daB die Glieder 
aUer divergenten Beihen (mit monotonen Gliedem) von irgendeinem be- 
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stiminten Index ab durchweg oherhcdb der einen (unteren) Schranke, die 
aUer konvergentm Reihen unterhalb der anderm (oberen) Schranke liegen 
mflBten. Denn da es dock alleinal unendlich viele monotone {a^ gikt, 
die heide Scbranken unendlich oft uberschreiten, und da andererseits die 
betrefifenden entweder divergierm oder konvergieren mtlssen, so gibt 
es zum mindesten entweder divergenie Reihen, fiir welche unendlich viele 
•Glieder noch unterhalb der unteren Schranke liegen, oder konvergente 
Reihen, bei denen unendlich viele Glieder die obere Schranke ilbersteigen. 

Dagegen lafit aich zeigen, dafi eine solche Schranke far die Konver- 
genz allein existiert, dafi dieselbe aber merklich holier liegt, als fraher ge- 
wohnlich angenommen wurde. Zunachst gilt namlich der folgende Satz: 

(III) Bei einer konvergenten Beihe mit monotonen (wmn 
auch nur niemals mnehmendefi) Qlied&m a^ hat man stets: 

(5) a^ -< — , d, h.: lim = 0 . 

^ y->-oo 

Fiir Beihen mit monotonen positiven Oliedem a,, bildet dl$ 
die Beziehung (6) eine notwendige Konvergensbedingung.^) 

Beweis. Infolge der vorausgesetzten Konvergenz der Reihe 
Tdfit sich zu beliebig kleinem £ > 0 ein m so fixieren, dafi; 


0/1+1 + a^+i ^ 1- < Y fiir: ft ^ p =» 1, 2, 3, •••• 

Setzt man hier 9 = ft bzw. p =» ft + 1 und beachtet, daB allgemein 
o,+i^o„ so folgt: 


^0/.+i + o,^.3 + --- + V 

;-' + »j,.+i) ® 


(ft 4- 1) • + l ^ % + l ■+“ + 2 + 

und daher: 

, , , 1 <« fur: 2ft^2w, 

+ (2(1 + 2) • ) 

also allgemein: 

va^,<,€ fCir: v'^2m, 
d. h. in der Tat, wie behauptet: 

lim V - 0, — 


1) Dieselbe ist aber an sich noch keine hinreichende (Beispiel: 
1 


lim V ‘ 

v->oo 


0 (jfc«l,2,3,---), 


wahrend ^ divergieit — s, § 48, S, 828, Gl. (14)). tJber einen hesonderen 

Fall, in welchem die Bedingnng (6) sich als Inwrtwhend fur die Konrergenz er- 
weist, 8. § 85, Nr. 1, Fnfin. 1. 
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Im Ubrigen hatte man diesen Satz^ statt ihn in der Torstehenden 
sehr einfachen Weise direkt zu beweisen, auch unmittelbar aus einem 
friiher gefundenen Ergebnisse allgemeinerer Art durch Spezialisierung 
berleiten konnen. In § 45, Nr. 4 wurde namlich gezeigt, dafi filr jede 6c- 
liehige honvergente Reihe die Beziehung besteht^) (S. 310, 61. (16)): 

(6) lim + „ 0, 

^renn die M^. > 0 mit v nimals abnehmend ins Unendliche wachsen. 

Unter den besonderen iiber die gemachten Voraussetzungen stebt 
es aber ohne weiteres frei, = ^ zu setzen, wodurch dann die Be- 

^ ^ Cty ' 

7;ieliung (6) sofort die Form 

lim V • a, =» 0 

annimmt. 

Zngleich ergibt sicb aber im Anscblnsse bieran die Moglicbkeit,. 
das in 61. (5) entbaltene Resultat in folgender Weise zu verallge- 

meinern. Es bezeichne wieder ^ ^ eine divergence Reibe mit positiven 

Gliedern und es werde auBer der Konvergenz der Reihe voraus- 
gesetzt, daB die Folge niemals gunehmend mit unbegrenzt wachsen- 

dem V .gegen Ntdl konvergiere. Da man infolgedessen My «=» setzen 

kann, so liefert die Beziehung (6) auf diese Weise die folgende VeraR- 
gemeinerung des Satzes (UI): 

(Ilia) Bedeutet^ay eine honvergente, eine diver-- 

gente Beihe mit positiven Gliedem und konvergiert die Folge 
monoton gegen NuU, so ist: 

(pa.) Uml>,s,a, = 0, wo: + -h" + ' • * + 

Die spezielle Wahl D^ = l liefert offenbar wieder die Bedingung (5)* 
Setzt man femer v und beaehtet, daB (vgl. § 34, S. 208, 61.(13)): 

.1 1 

Y + Y + --- + ~s^lgv, 

so ergibt sich, daB fiir eine konvergente Beihe welche der Be- 


1) Mit der offenbar oTme weiteres erlaubten Weglassuug des Aufaugs- 
gliedes • 

My 
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dingung genilgt, + ('woraiis dann eo ipso folgt: 

und daher nach Gl. (5) lim va^ = 0) die Beziehung bestelit: 

r->-oo 

(5 b) lim V Ig V • a, = 0 . 

v-^co 

Da allgemein (s. § 51, Nr. 4, S. 348): 

(’‘- 0 , 1 , 2 ,-), 

mk 

SO findet man durch die analogs Schlufivveise, daS: 

(5c) lim (v).a^ = 0, 

falls die Folge i*(v) a,, niemals znnimmt.') 

4. Zeigen die letzten Bemerknngen, daB unter gewissm Voraussetmngm 
die Glieder a,, einer Iconvergentm Reihe auch Bedingungen von der Form 
(5 b), (5 c) geniigen, so ist dock oline das Hinzutreten soldier spezieller 
Voraussetzungen keine derselben eine fQr die Konvergenz von not- 
umdige. Vielmebr besfceht als Erganzung zu dem Satze (III) der fol- 
gende Satz: 

(IV) Becleutet (M^) eine mit v leliehig langsam ins TJnend- 
liche tvaclisende Zahlenfolge, so gilt es stets konvergente Beihen 
mit positiven monotonen Gliedem^ fiir tvelche: 

(7) lim i/ • Jkf,, • =» oo , 

1'->QO 

d. k die Beihe entJialt unendlichviele Glieder ^ welclie infinitcir gro/ier 
sind, als die entsprecihenden der (bei geeigneter Wahl der 31^ 

relativ stark*;) divergmten Beihe ^ 

Anders ausgesprochen : Wie langsam aiich die 31^ ins Unendliche 
tvachsen mogen, so bildet die Besielimg: 

lim vM^a^ < oo 

V->"00 

keine notwendige Bedingung fur die Konvergenz der Beihe 


1) SelbfltverstJindlich hat man im Palle der Komei^genz von ^av auch 
allemal : • 

lim Irjt+iW • o, = 0, 

r->co 

falls dieser Grenzwert existi&rt, und in jedem anderen Falle: 


lim L^+iiv) 


Vgl. § 47, S. 319, FuBn. 1. 


2) Namlich beliebig wenig schwilcher als 
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Be we is. Es bedeute (mj eine mit v monoton ins Unendlich& 
wachsende Zahlenfolge, welche der Bedingung geniigt (z. B. 

femer^c^ eine konvergmte Reihe mit monoton abn^imenden 
Gliedeni und ft, • • *7 unbegrenzte Polge wachsender natiir- 

licber Zahlen (speziell jJq ^ 1) von der Beschaffenheit) daB: 


1 







(was offenbar, wegen lim = oo, stets m5glicb ist). Setzt man 

v^co 

sodann: 


— &2 





ft • W « — J?o 


^ ^ ^ 
ft * “ ft 




''PX 


L_^<£l 

ft * — ft 


SO wird: 

6^ + H 


^ ^0 ' 


ft —ft 
ft 


+ • • • + < ^0 + ft + * • • + 


sodaB also honvergiert Zugleicb ergibt sicb: 

0 


also: 


d. h. schlieBlich: 




PX "PX 





limv • JK, • &, a. oo. 

V-^-OO 


Will man statt der Reihe mit niemcAs eunefmenden, aber teilr 
weise einander ffleichen Gliedem eine im ubrigen sich analog verhaltendo 
mit dttrchtceg dbnehmenden Gliedem hersteUen, so setze man: 


«v - K\, 

wo Qt^ eine beliebige Folge positirer, monoton abnehmender Zahlen 
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mit nicht verschwindendem Grenzwert, etwa Kmi^ = ifc>0 bedetttet 
^z. B. ^ ~ ; fcy = fc . c . Alsdann ist ofifenbar fdr jedes v : 

Oy > + i 9 

anfierdem wiederum Icnvergent und: 

lim 1/ • «« i . iim V • = cx). 

v ->-00 V ->00 

5. Die vorstehende Deduktion beweist zwar die Existenz von Beihen 
fraglichen Art, sie liefert jedoch kein direktes Verfabren, nm 
bestimmte Beispiele solcher in arithmetischen Zeichen anzuscbreiben. 
Urn ein solches zu gewinnen, geben wir fdr den in Bede stehenden Satz 
noch einen zweiten zwar etwas komplizierteren, aber in der bezeichneten 
Bichtung vollkommneren Beweis. 

Eb bedeute f(x) einen arithmetischen Ausdruck von folgenden Eigen- 
schaften: 

(A) Es soli f{x) fiir jeden Zahlenwert Xy der eine gewisse Zahl 
^0 ^ 0 erreicht oder abersteigt, eine positive Zahl y vorstellen, die mit x 
monoton ins Unendliche wachst und zwar in der Weise, daS: 

( 8 ) f(x + l)~f(ic)<l, 

(B) Die Gleichiug: 

( 9 ) y = f{x), 

welche nach (A) zu jedem Werte x> einen joosiHven, tnit x monotm 
zwnehmenden Werfc y > (^°‘ ^o— ' li®f®rt, soil auch umgdcehrt zu 

jedem einen positiven, mit y monoton zimehmenden Wert ^ % 

definieren*), welcher durch das Symbol; 

(10) !»“«|p(y) (sodaB also: (10a) <p(f(.x))’^x^f{q>{x))) 

bezeichnet werden mSge. 

Aus (8) und (9) folgt sodann: 

/■(a; + l)<y + 1, 
also mit Beniitzung von Gl. (10a): 

9)(/’(a! + l))<g)(y + l), d. h. a; + 1< 9(y+ 1), 
und daber schliefilicb fQr y ^ yo^ 

(11) 9(y + 1)- ?’(»)> 1- 

1) DieBedm 9 ang(B) ISBt siob mitflilfe TonBegriffen, velche der FimWoMca- 
lehre angehOren, kiirzer in folgender Weise fommlieren: 

Es sou f(x) fOx x'^x^ eine eindentige, stetige nnd monoton zunehmende* 
positive Fonktion von x bedenten. 
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Bedeutet jetzt eine beliebig auzunehmende honvergente R«ihe, 

deren Glieder der Bedingung geniigen: 

( 12 ) 

SO hat man nach Ungl. (11) filr hinlanglich groBe Werte von k aucli: 
<13) 

sodaB zwischen nnd stets mindcstms eineganze Zahl liegen 

muB. Nun nehme man wiederum noch eine Folge positiverj mit wacbsen- 
dem V monoton alnehmender Zahlen \ so an, daB lim = h von Null ver- 
sdiieden, nnd setze: 

” Cx-i-vi^x) 

fur alle ganzzabligen Werte v, welche durch die Bedingung definiert sind: 

(15) g>(0,.i)^»'<(p(Q. 

Alsdann nehmea offenbar die a, mit wachseudem v monoton db. Aafier- 
dem ISBt sich zeigen, daB: lim v • • a, = oo und die Reihe^a, Jcon- 

cergmt ist. 

Bezeichnet man namlicb mit die gro^te game ZabI, die Meiner 
als (p(Ci) ist, d. L diejenige game Zahl, welche durch die Bedingungen 
definiert wird: 

( 16 ) •PiG,)-\£p,«piC^, 

so kann man zunachst die Ungleichungen (15) durch die fulgenden 
ersetzen: 

( 11 ) Pi-i<v£Pi 


und man hat: 


tt \ 7 Pi. 

-Pi /^(Pi) • ^j>i ■ C^_j ■ 91 




(wegen: 


fidi) JPi^9>(C'i)-l>9>(<^i-i)) 


' (^®8en: fifix)) = ») , 


}mpyf{p^)-a^^1{, 

A->00 


(20) iim V • /■(v) • a, ^ ft, 

V->00 

und daher mit Berficksichtigung ron UngL (8): 

(21) lim V • Af, ■ = cx). 

r->op 



^i. 6. § 63. Schiankea dei Diy^rgenz und Konyergenz. 

Setzt man ferner: 


S7& 


vro: 


P+l 


n+1 


( 22 ) 

so wird: 

'i A 

*0 Pi—Pi-i 


Pi~Pi~i 




+ 1 


(23) 


^A-1 


H 


(wegen: Px<(p(jO^ nacli(16))t 


woraus die Kowoergeng der fraglichen Beihe immittelbar herrorgeht. 
Damit ist aber der ansgesprocbene Satz yoUstandig bewiesen. 

6. Will man jetzt Beiben von der eben charakterisierten Be- 
schaffenheit wirldicb berstellen^ so kann man etwa Uber 0^ so verfOgen^ 
•dafi man setzt: 

Oji = wo 9 > 1 , 

also-: 

for alle v, welche der Bedingung (15) genfigoa, d. h. fiir: 

(25) 1)9) ^ V < 9)(A9). 

Mit Hilfe dieser Ungleiehungen lafit sieh sodann I aach e^lizito darch v 
ausdrQcken. Wegen: f{fp{x)) — x folgt ziSmlioli aus (25): 

(A-l)9^/'(v)<A9, 

nnd liieratis ergibt sich: 

(26) 
also: 

k 

(27) 

Da aber offenbar: 

(28) [V^v)] ^ V7(*0 » ’“d [f'f^ — fOO > 

so kann man, ohne den Oharakter der Beike zu rerSndem, das 
Glied (27) auch dtirch das folgende efcwas einfachere ersetzen: 

(29) o, TP , . (p>l). 

/'(•') ■9'(Li+rw) 

Psingthelm, VoilesnBg«n S. 




26 
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£ 

Ist dann z.B. Ig V vorgelegt, so wahle man etwa: /’(»)— (Ig ») ® — y 

(wo: tf > 1 ), also: a: -= e*'" = 9(^)5 alsdann wird, wenn man noeh p • « =■ r 
setzt: 


(30) 


a. 


K 


(wo: ir>tf>l). 


Die Beihe alsdann konvergent, obschon ibre monoton abnebmen- 

den Glieder det Bedingung genbgen: 

(31) lim V • Ig V • a, =« 00 . 

»->00 

3ie reagiert also auf keins der logaritiimtscken Eonvergenekriterien. 

7. Nacb dem Satze ( 111 ), S. 867, bildet jede Zahlenfolge von der 
Form , wo s eine delieiig Mein anzonebmende positive Zabl bedeutet, 

eine Schranke fdr die Konvergem in dem Sinne, daB die Glieder der mo- 
notouen Zablenfolge (a,) von einer bestimmten Stelle ab jene Scbranke- 
nickt mebr erreicben dSrfen, wenn konvergierm solL Ersetzt man 
dagegen s dnrcb wo (sj eine positive mit wacbsendem v heliebig^ 
langsam gegen NuU abnebmende Zablenfolge bedeutet, so gibt es nacb 
Satz (IV), S. 369, nnendbcb viele konvergente Beiben deren (mono- 
tone) Glieder die Scbranke unendli<di oft ubersteigen. 

Aus der bewiesenen Existene der EonvergemsclwaMke folgt aber,. 

wie scbon aus der Bemerkung am Anfaii^e von Nr. 3 bervoigeht, ohne 
weiteres die Nickt-Existem einer Divergengs<dirankS. Denn bezeicbnet (&,) 
irgendeine positive monotone Zablenfolge, so gibt es nacb Nr. 1 stets nn- 
endlicb viele monotone Zablenfolgen (aj, welcbe die heiden Scbranken 

end (JJ, wo 6 , mendlich oft durehseteen, sodaB^a, sicber 
divergieren mufi. Da man bierbei fCir (b,) die Glieder einer ieliehig stark' 
konvergUrenden Beibe wablen nnd dicse wiederom nocb dnrcb eine- 
weserUlich starker konveigierend.e ersetzen kann, so gilt also der Satz: 

Wie stark a/ueh die ReQte ^ konvergieren moge, se- 

gibt es stets divergente ReOien ^a,’, imter deren (monotonen^ 
Gliedem unbegrenet vide infinitdr kleiner sind als die ent- 

sprechenden der Beihe d. h. man hat: 

lim 0 . 

V->09 


( 32 ) 
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§ 63, Schranken der Divergenz and Konvergenz. 

8. Wir konnen aber auch geradezu ein einfaches Verfabren angebeh^ 

um bei beliebig vorgeschriebenen solche divergente Reihen wirk- 
lich berzustellen. 

Man wahle einen aritbmetischen Ausdruck der fBr alle reellen 
Zahlen Zq positiv ausf allt und mit z monoton und so ins Unendlicbe 
wachst; daB: 

(33) q)(v) >- (7^, also nach Satz (III), S. 367, a fortiori: q>{z)'^z, 
Ferner jRihre man die Bezeichnungen ein: 

(34) 9i(») “ “ 9(9»i(«)), 9>s(*) = 9’(9>a(»))> • 

Bedeatet dann h eine beliebige positive Zahl > 1, so lafit sich zunacbst 
infolge der Beziebang (33) eine positive Zahl a so fizieren, dafi: 

(35) tp^(x)>h • X fflr: x'^a. 

Alsdann wird aber — immer fllr a: ^ a: 

(«) “ 91 ifPi (®)) > ^ • ?! (^) 

9>s(®) “ 91 (^aC®)) > ^ • y*(*) 


(36) 9>i(«) “qPi («>)>*» -92-1 (») iisf- 


Die Glieder 9?i(a;), yj(ic), • • •; ^x {^7 * • * bilden also eine unbegrenzte, 
znonoton ins Unendlicbe wacbsende, positive Zahlenfolge. Dnd zwar bat 
man fdr z^a und A «» 2, 3, 4, • • • nacb Ungl. (36) und (35): 


(37) (pi{x) - 92_i(a!) >(6 - 1) • 9,_i(®) > (6 - 1) • 6 • « 

und daher bei passender Wahl von i und a (z. B. fUr 6 ^ 2, o ^ 
jeden&Us: 

(38) ViC®) — 92 -i(®) (^ ■“ 2, 3, 4, • • ■), 


sodaB zwischen ^tets mindestens eine ganze Zahlliegt. 

Bfimmt man jetzt Tviedemm noch eine Folge positiv&^f- monoton db- 
nehmmder Zahlen ft, mit dem «o» NuU versckiedenen Grenzwerte lim ft, — ft 
an, so soil gesetzt werden: 

(39) 




f3r alle ganzzahligen v, welche duroh die Bedingung definiert sind: 


(40) 9>i_i(o)-l^*'<9i(®)-l (A -2, 3, 4,...). 

Alsdann nehmen offenbar die o, mit wachsendem v monoton ab, und es 

26* 



376 


Absclwitt n. Eap. EL Beihen mit lantei positiTen Gliedeiu. 


Nx. 8. 


l^t sich aaderwseits zeigen^ daB Um C, ■ o, — 0 und die Beilie 
divergent ist. 

Bezeichnet man namlich (analog wie in Nr. b, 61. (16)) mit die 
grofite game Zahl, die Jdeiner als sodaB also: 

(41) 9 , (a) - 1 ^Pi < q>i(a), 

so laBfc sich zui^hst die Bedingnng (40) dorch die folgende ersetzen: 


(42) 

Infolgedessen wird: 








(43) 

^Pi ^ hi , 

also: 


(44) 


d. h.: 


(45) 

Mm9p(v)- dy^'k, 
»->00 


und schlieBlich mit Berdcbsichtigang von TTngL (33): 
(46) ^ C, • a, •= 0. 

y->oe 

Fexner hat man: 




(47) 

Da sodann: 

(48) 


»= ^lAi, wenn: =■ ^ a, gesetzt wird. 

^•1 * 


yj-i 


Pi-Pi-i 


A > ft — - i 


Pi-Pi-i Pi 


Pi- 






Pi 




i-1 


so ergibt sich sofort divDwerg&ie der fn^lichen Beihe, da (nach 61. (11 b), 
S. 327) — ^ allgemeine 61ied einer dwergenien Beihe bildet 

und Hm =■ 1 ist (s. TIngL (41)). 

BeispieL Bs sei: >» v?, wo p ^ 1. Man Ttmiti also setzen: 
tp(x)=~af’, wo tf>p. 


ATadftTin wird: 


%(«) -(«")"=. a;"*, . . 9^(a:) - 
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Nisamt maa der Einfacbheit halber die oben mifc a bezeichnete Zahl 
auch » 6 (was z. B. sicher gestattet ist, wenn ^2, da alsdann: 

^ 2 *" - 2 **-" > 1 ), 

SO wird nacb (39), (40): 


(49) falls: ^ 1. 

TJm auch bier wiederam X ezplizite dnrcb v auszudiriicken, bat man: 

^ log (v + 1) < 
A--l^logj(v+l)<A, 

d. b.: 

(60) il-l“[lofe(i^ + l)] 


und daber: 
(51) 


®* “ , («>(*>!). 

+»<>&(>'+ 1)] 


Die Reihe divergiert, obschon ihre monoton abnehmenden GFlieder 
der Bedingung geniigen: 

(52) lim v9 • g,. =■ 0. 

t'->00 


Sie reagiert also auf hems der logaritbmischen DioergemlsnienGa. 


§ 54. Die Eriterieu zweiter Art. 

1. Als allgemeine Form ftlr die Kriterien zweiter Art ergab sich 
(s. § 47, S. 321, Fomel (12)): 

ii“ H = Bivergenz, 

»-V»' “I'+f + l ' 

lim (O, • — Cv+i) > 0= Komergenz, 

w-yoo ' ^V + JJ + I ^ 

nnd man batte jetzt nur nocb fftr bzw. irgendeinen der oben auf- 
gestellten typischen Ausdrtlcke einzusetzen, um die fertigen Kriterien 
berzustellen. Dabei ergibt sicb nun aber fdr das Kimt?er^ew£fkriterium 
die Moglicbkeit einer sebr merkwdrdigen nnd zngleicb zweckniS£igen 
Umformiing, dnrcb welcbe die linke Seite des jK(Wt*er^e»ikriteriTims iden- 
Usch mit derjenigen des 2>«t;er^enjerkriterinms wird: an die Stelle des 
Kriterienjpoares (1) tritt dann also ein dmiges di^nJctives Kriterinm. 
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Ftir die Konvergms von^a^ erwies sich als hinreichend (§ 47, S. 321, 
Pormel (11)), wenn von einer begrtimmten Stelle ab, etwa ftir v ^ n, die 
Beziebung besteht: 

"v+jp+l 

Substituiert man bier naob § 49, S. 341, Gil. (6); 


M-M^ 


v-l 




also. C, 


M, 


•r+l 




»+i 




v + l 


‘M 




so ergibt sicb nacb Weglassung des gemeinsamen Faktors nnd Multi- 
plikation mit einer -vnllktlrlich anzunehmenden positiven Zabl p ; 


(S) 


M. 


'^V+p 






»>- 1 








Nun stellt aber ein Ausdruck von der Form; 




y-l 




stets das 


allgemeine Glied einer divergenten Beihe dar, und umgekehrt lafit sicb 
das allgemeine Glied ^ jedey divergenten Reibe nacb § 48, S. 329, 
6L (16) in die Form setzen: 



^-1 ' 


Da im ilbrigen die Zabl p bierbei gar keiner anderen Bescbrankong unter- 
worfen ist, als der^ posUiv, also >0 zu sein, so laSt sicb die Eonvergenz- 
bedingung (3) jetzt obne weiteres durcb die foil^ende ersetzen: 


and diese letztere Bedingung wird wiederum von einer bestimmten Stelle 
1 / ^ w ab mit Sicberbeit erfQllt sein, wenn: 


( 5 ) 


lim(Z),- 

V ->00 ' 




>+!»-»- 1 




Damit ist aber die oben aagekllndigte Umfonaimg des Konoergms- 
kritermms in der Tat Tollzogen. 

2. Daxcb Combination der Eonrergenzbedingong (5) mit den in (1) 
enthaltenen ergibt sicb, venn man wiedermn beacbtet, daS jede "bdidbige 
positive ZaMenfcdge (JBJ eniweder. der Elasse der Zahlenfolgen (DJ oder 
derjenigen der (C^) angehoren mofi, das folgende KxmergmikrUervum 
meiter Art Ton besonderer AUgemeinbeit: 
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{J) li“: > 0 • Konvergenz.^) 

V->00 ' "y + p + 1 ^ / 

Dasselbe ruhrt in der Hauptsaclie Ton Knmmer her tind bildet dc^s 
Analogon zu den in § 50 abgeleifceten allgemeinsten Kriterien erster 
Art (G) uud (H) (S. 344). 

Es kam hier vor allem daranf an, deu ZusammenJiang dieses wegen 
der grofien WiUhurldchlceit der Zablen dock aufierst merkwiirdigen 
Kriteriums mit der fruker gefundenen Grmdform der Konvergenzkrite- 
rien (Ongl. (1)) yollstandig aufzuklaren, d. k. den wakren Grund daftLr 
anzugeben, wamm man die im JTonverpenjerkriteriam (1) natargema£ auf- 
tretenden Zaklen sckliefilick durck ganz beUebige positive Zaklen 
ersetzen darf. Will man anf die Feststellang dieses Zusammenkanges ver- 
2 ickten, sq lafit sick die Bicktigkeit des Kriteriums (J) a posteriori ein- 
facber auf folgende Art beweisen. 

Angenommen, es besteke die Ungleichung (J), so mub sckon fQr 
alle Werte v von einem bestimmten Werte a/ » m ab eine Beziehnng 
Ton der Form stattfinden: 

^v+p + 1 

nnd es wild somit: 

(6) -B, ■ - -B,+1 • o,+i,+i ^ 9 • <*,+,+1 far: v^m. 

Da kiemack die links stekende Differenz stets positiv ansfallt, so 
nekmen die positiven Zaklen B^ * mit wachsenden Werten von v 
monoton ab, und man kann daker setzen: 

<7) limJ?, •«,+ =«, 

V->00 

-wo a eine bestimmte Zahl ^0 bedeutet.*) Substitoiert man jetzt in 

1) Man kann diegemEriteiinm (anabg ynijtdm Eonrergenz- oder Divergenz- 
kriterium zweitet Art — vgl. § 47, S. 321, FnBnote 1} ancb die Form geben: 

ym (jB, — > 0 ! Konoergent. 

^-►oo \ 

Die Eicbtigkeit dieser Behauptnng wird am einfachsteii erkannt, wenn man ans 
der obigen Ungleiohong diejenigen Beziebungen ableitet, welcke den im Text 
mit (6)— (9) bezeicbneten entsprechen. 

2) Man bemerke, dafi Gl. (7) Jceineswegs die Existenz eines bestimmten positiven 

Or&Mwertes von (b • B^..) bei v -> ex? erbeisebt. Es gendgt sebon, 

wenn dieser Ausdrnck stets dber einer positiven Zabl bleibt, d. h. wenn sein untever 
lAmes positiv ansf&llt. 
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Ungl. (6) der Reihe nach — 1)» folgt durch. 

Addition der betreffenden Ungleichungen: 

n 

( 8 ) Q • ^v+p ^ * ^m+p * ^n+pf 

tn+1 

nnd hieraus fiir n — ► oo : 


(9) lim ^ ^ 7 +!) — «)> 

m+j(+l 

sodafi also in dor Tat als ionvergent erkannt wird. — 

An die aus TJngl. (J) allemal resnltierende Existenz der Gleichung (7) 
kniipfen wir noch die folgende Bemerkung. Nimint man ffir eine Zahl 
vom Gbarakter 2)^, so muS offenbar allemal cc « 0 sein; denn die Be- 
ziehnng: lim «= a > 0 kann ja nur besteben, werin diver- 

»->-oo 

giert. Somit ergibt sieh: 

Oeniigen die ZcMen a, der Konvergenehedingung: 


( 10 ) 

( 11 ) 


l»->00 

so hat man stets: 




lim JD, • = 0.^) 

v->co 


Dagegen kann a vm NuU verschieden ausfallen, wenn fSr J?, eine ZaM 
vom Charakter O', gewahlt wird. (Beispiel: a^^^ “ (7,, — v • (v + 1). 

Alsdann wird: (7, — — — (7v+i'“*'(*'+l)’^~nr^ — (*'+l)'(*'+2)-=’’-'^^, 

®y+p+l ^ ^ 

• ® 4 . 

also: lim (7^ .i = l, und andererseits: limCy*^,.. =»1). 

r-Voo %+p + i y^aa ^ 


3. Verbindet man jetzt femer das Konvergenz^riierium (5) mit dem 
jDiiergfewjskriterinm (1), so ergibt sicb das folgende disjunhtive K> iterium 
zweiter Art *: 


(K.) 


»■>»' ” ®*+j)+i ■^7J>0: Konvergmg. 


Die Aoswahl der positiven Zahlen D, nnterliegt dabei lediglick der Be- 
schrankung, daB divergieren mofi. Ancb ist wiedemm ohne 


1) Dieses Besultat bildet das Analogon und die ErgSnzung zn dem in § 47, 
Nr. a (S. 322, GL (12 a)— (16)) abgeleiteten. 



Nr. 3. 
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weiteres einleuchtend, dafi man, von einem irgendwie fixierten 
ausgehend, ein wirksameres Diver gen js]sxiieixmm erhalt, wenn man 
far jD, das reziprok genommene Glied D/ einer passend gewahltenf 
schwdcher divergierenden Beihe substituiert (namlich einer solcben, bei 
der nicht allein sondem ancb; zum mindesten fOr jedes end- 


liche v^n: 



Sodann laJBt sicb aber zeigen, dafi dnrck 


eiue derartige Substitution, auch das betrefPende Konvergengkniexium 
eine Verscharfung erfahrt. 

Geht man namlich auf die Konv€rgene\Aiex\m in ihrer wrsprimg- 
lichen Form (1) zurfick, so ist zunachst evident, dafi dieselben um so 
wirTcsamer ausfallen, je schwacher die benttzte Vergleiehsreihe 
honvergiert, Drilckt man hierauf, wie in Nr. 1 gelehrt wurde, die (7, 
durch die zugehorigen bzw. D^ aus, so entsprechen nach § 49, Nr. 2 
(S. 332) den schwacher kcnvergierenden Reihen^Cy""^ auch langsamer m- 
nehmende Zahlen Da aber diese letzteren auch wiederum solche D^ 
erzeugen, welche schwacher divergierenden Reihen angehoren — vice versa — 
so folgt schliefilich, dafi die Einfahrung solcher 2), in die linke Seite der 
Formel (K^) auch eine Verbesserung des betreffenden JEbwver^ewifkriteriums 
bewirken mufi. 

Urn zunSchst ein Anfangskriterium zu gewinnen, setzen wir in (K^)t 


( 12 ) 


D. 


M —M , 


and unterwerfen dabei die der BescbiSnkung: 

(13) 

(die wiederum nnr ein AusscblieBen relatir unwirksamer Eriterien be- 
dentet).^) FiUiri man sodann im Ansohlusse an § 48, S. 328, GiL (13) 
statt der Beihe nach Ansdrllcke von folgender Form ein: 

(W) AW-A (J-0,1,2,-), 


1) Hieizu ist hinreiehend (aber nicht notwendig\ daB: 

eine Bedingong, die bei den dblichen Eriterienskalen (a. Nr. 6) aUemal eifdllt isk. 
Denn man hat: 


tmd daher, irenn man in dem Gienzwertsatze § S7, S. 280, Ql. (18) 
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aad setzt zur AbkQmiag: 


(15) 






V+p + 1 




*80 ergibt sicli die KrUerienshdai 

(K.) 


l>0: Konvergene, 
aur Foriselemg bzw. Verseharfmg des Anfaugskriterinms (Kj). 

4 Die Eriterien (Ej) gestatten noch eine gewisse Umformcmg, 
welohe die beim l&bergaiige toe (K^ zum ersten Eriterium (Ej) oder 
YOn ii^endemem Eriteriom dieser Skala zum nachstfolgenden zu erzielende 
Art der VersdhUrfmg deutlicher erkenneu ll3t. 

Bezeichnet man deu zur Bildong des Eriterinms (Ej) dienenden Ans- 


drack mit 1^, sodafi also: 


(16) 






-D. 


*+i> 


und veigleicht damit den aus Gl. (15) fiir k »> 0 resultiereuden, nSmlich : 

(17) V") - M , . 

•S + p + 1 

80 folgt, wenn man Gl. (16) mit multipliziert und von (17) sub- 
trahiert: 

xr-XA 1 Uegm: 

also: 

(18) .IW 1+Af,?,. 

Barnaob wird aber: 

lim =« — 1 + liffi. f Mro — i 4 . lim , 

r->» r*>-oo r->-o» 

Oder in eine einzige Beziebung rereinigt: 

(19) to ljf» - - 1 + to jr,?, , 

r-Voo 


wobei das Sjmbol to. so zu rersteben ist, daB auf heiden Seiten der 

r->oo 

Gleichung entweder oder lim zu nehmen ist. 


fiubBtituiert: 


lim - 




v-l 




' lim 




V-Voo 

falls der rechts stebende Grenzwert: existiert. 


71 ’ 
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Zxir Ableitong des analogen Besultates fiir (i = 0, 

bat man nach (15): 




y+P 


A. 




'V+P + 1 
*»+P 




y+l 


'v+P+1 




nnd daher^ wenn man die erste dieser Gleichungen mit multi- 

pliziert und von der zweiten subtrahiert, zunacbst: 

( 20 ) 

- (ig*+i - i&+t * 4(-af,+x) • . 

Da aber infolge der Bedingung Jkf, ^ (GL (13)): 


lg*+x -M’.+x - Igi+i K 


ii(^,+x) ■Z^*(^,+x)-D.+x 

(§ 38, Gl. (34)), so folgt ans (20), dafi: 

(21) im A,(‘+ « 1 + Km 2K, . 1 W . 


v-yoo 


Mit Bendtzung der Belationen (19)^ (21) lassen sidh. also die Ejiterien 
der Skala (K,) auch auf die folgende Form bringen: 


<L) 


( 1 ) 

( 2 ) 


iim Jf, • 2, 

V->-OP 

♦'->09 


< 1 : 

> 1 : 

< 1 : 

> 1 : 


DivergmSy 

Konvergeng, 


Konvergene, 


(i-0,1,2,...), 


wobei also die durcb 61. (16), (15) definiert sind. 

5. 'Ober die Stellnng des Eriteiinms (E^) zu dem ersten Kriterium 
der Skala (£[,) oder (L), sowie dber diejenige irgendeines Ejiterinms der 
Skala (Eg) oder (L) zum nachstfolgenden lS6t sick auf Gnmd der Be- 
ziehungen (19) und (21) jetzt folgendes aussagen: 

Liefert das Fundamentalkriterium (KJ eine JEmisdieidimg , d. b. ist 
Km von Null verschiedm oder sind Km und Km ieide von NuU ver- 

1f->Q0 ♦->09 

scJlieden und mit gUUAm Vorgeichen rerseben, so wird nacb Gl (19) 
Km tmendUch grofi mit dem Yorgeichen von Km Z„ gibt somit dies^be 

♦ ->09 

Entsduidung gleichsam in vergrofi&rtem Mafistdbe. 

Wenn di^egen das Eriterium (E^) versagty so ergeben siob folgende 
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1) Es sind ]^_ und fim Z, beide von NuU verschiedm rmd mit ver~ 

v->>Qo 

&3iiedenm Vorgeidien versehen. Alsdana foigt aus 6L (19), dafi; 
lim = — oo, Em — + c», d. L es versagt auoh das auf A,<®) be- 

♦->00 V->00 

zOgliche Kriterinm in analoger Weise (namlicli wiedermn noch in yeiv 
gr5£6rtem Ma£stabe). 

2) Es ist: limZy = 0, bzw. einer der beiden Hanptlimites lim = 0. 

r->oo r->oo 

Alsdann Jcann offenbar, wia 6L (19) lehrt, Hm sehr wohl unzwei- 

♦ ->0D 

deutig < 0 bzw. > 0 aosfallen xind somit eine Entst^Awng liefem: das. 
betreffende Eriterium stellt also eine wirklicbe Verhess&nmg vou (Ej) dar> 
Ein Versa^en des auf bezQgliehen Eriteriums kanu dann wiedernm. 
nur in folgenden zwei Fallen stattfinden: 

a) Es ist: bm J!f,Z,,<l <iim also: lim A/)<0, limA,W>0, 

♦->00 r-yoo ♦■>-/) v->oo 

d, h. das Kriterinm Hm versagt genau in derselben Weise^ 
♦ ->00 

wie das Kriterinm Im im Palle 1). 

♦ ->00 

b) Es ist: lim = 1, bzw. dner der beiden Hanptlimites 
♦->00 

lim =» 1. Alsdann wird: lim « 0, bzw. einer der beiden 

♦ ->00 ♦->00 

Hauptlimites lim A,^®) = 0, d. h. das Eriterium Uni. A/®* versagt 

♦ ->00 ♦->oo 

genau in derselben Weise^ wie das Kriterium lim im Palle 2). 

♦ ■>00 

NunlehrtGl.(21), dafi beim tTbergange von dem auf A/*> (ifc=0,l,2,"-) 

bezQglichen Eriterium zu dem nS^cbstfolgenden (d. h. auf bez&g- 

lichen) genau diesdben EventmlUaten eintreten, wie beim Hbergange von 

Z, zu A„(®). Daraus ergibt sicb also insbesondere, dafi im Falle (2 a) das 

nachstfolgende Eriterium Im sicher versagt; dafi dagegen im FaUe (2 b) 

♦ >00 

dieses Kriterium eine Entscheidung liefert, sofern nicht f&r lim die- 

♦ >00 

jenigen Eventualitaten eintreten, die den Fallen (2a), (2b) entsprechen. 
So fortschliefiend gelangt man also zu den folgenden Ergebnissen: 

L Wenn das Kriterium (KJ oder irgendein Kriterium der Skala (K,) 
eine Entscheidung liefert, so gilt das gleiche von jedem folgenden Kri- 
terium. 

IL Versagt das Kriterium (Kj) oder irgendein Kriterium von (Kj) 
in der Weise, dafi die betreflfenden SaupUimiies verschiedcm Vorzeichen 
besitzen; bzw. versagt irgendein Kriterium von (L) so, dafi der untere 
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Limes < 1, der dbere > 1 ansf&Ut: so versagt audi jedes fctgende Kri- 
terium. 

in. Versagt das Eriterium (^) oder irg&idein Eriteriam Ton (Ej) 
in def Weise, daB die NuU als lames oder als einer der Haujpttimites auf- 
tritt; bzw. versagt irgendein Eriterium von (L) in der Weise, daB der 
l}etre£fende Limes oder einer der HaupUimites • 1 \nrd: so liefert das 
folgende Eriterium eine Entsdieidung , sofem nicht anch fQr dieses wie- 
demm einer der F&lle III eintritt 

6. Die spezielle Wahl: ■= v, also: =- 1, gibt wieder die su- 

meist gehrdauMichen Kriterien eweiter Art. Ans (EJ, (E^) resultiert anf 
diese Weise: 




Um (l,t(v)- 


y-i-OO + l ^ I 

ACv+i))! 


'y±p 


v+P + l 


< 0 : Divergmgf 
> 0 : Komergenz, 
<0; Divergenz, 
>0: Komergenz^ 




Entsprechend ergibt sich ans der mit (E^) gleichwertigen Ejlterien- 
akala (L) — .weim man der Yollstandigkeit halber wiedemm noch das 
Eriterium in entsprechender Umformung an die Spitze stellt; 

(t") 

I > 1: Konvergene. 

' _ j\ I < 1* l^ergenz, 

/\>1: Konvergene. 

-L,(v 

Das EHtorinm (E^') bzw. (E^") ist das CauAysche Fundamentcd- 
Jcriterium etoeUer Art. 

Das erste Eriterium der Skala (E^') bzw. ^s Eriterium (L', 1) 
wird gewShnlicb als das Eaabesche bezeiebuet, wihrend die dbrige 
Skala (E,') — abgesehen von einem unwesentlichen XJnterschiede in der 
Formuliemng — von Bertrand berrflbrt. 


+ !)){ 


< 1 : 

> 1 : 




(1) lim V • ( 
>->■00 ' 

(2) M Igj+i V • (!’*(*') • ^ 


_l±p 


^v+p + 1 


1) Man findet es gewOhnlioli in der Form: 

lim I ^ ^ ‘ Divergenz, 

^-►00 I < 1 : Konvergenz, 

nnd nnter der xurnOtig einBckdlnkenden YoraosBetsong, dafi der fragllche I/ifnez 
dberhanpt existiert. 
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Aus der oben angestellten Untersucliung fiber den Wert der allge- 
meinen Kriterienskala (KJ, (Kg) bzw. (L) ergibt sich ffir die praktische 
Anwendung der vorstehenden Kriterien die folgende Regel. 

Sind der dbere tind mtere Limes Yon ( — — l) d. h. von — l) 

\0>,+p + i / + l / 

von NuU verschieden und mit entgegengesetjstem For;er^*cA6W"behaftet, liegt 
also der Quotient wie groB auch v angenommen werde^ um mehr 

®r + l 

als eine gewisse positive Zahl teils oherhalb^ teils unterhalb der JEwheity. 
so versagt nicbt bloB das Cauchysche Pundamentalkriterium; sondem 
aUe Kriterien der Skala (Kg") bzw. (L'). Die Anwendung der letzteren 

kommt also uberlhaupt nur in Frage, wenn lim — ^ oder einer der So/upt- 

^ r->oo + 1 

Umites lim — ^ den Wert 1 hat. 

Zur Prfifung der Reihe^ay dient dann zunachst das Raabesche 
Kriterium (L", 1). Versagt dasselbe in der Weise, dafi der betreffende 
untere Limes < 1, der olere > 1 ausfSrllt, so versagen auch alle folgenden 
Kriterien. Erseheint dagegen als Limes bzw. als einer der HavptUmites 
der Wert so hat man das &rste Kriterium von (L', 2) zu Rate za 
zieheu; also: 


(L',2,) 


lim Igy 

y-^oo 


‘ “K+Jj + l 



Divergene, 

Konvergens. 


Es ist Mar, in welcber Weise diese Betrachtungen fortzusetzen siud^ 
falls aacb dieses letetere Kriterium versagen soUte. Wesentlich ist Merbei 
die Erkenntnis, dab die weitere Eortsetzung des Yerfabrens resuUaflos 
bleiben mufi und daher auffivgd>en ist, wenn fiir irgendemen der zu prtl- 

fenden AusdrQcke: Ig^+i v — ^^(v+l)) der mtere lAmes 

' “y+p+i ' 

< 1, der ubere > 1 ausfallt. 


§ 55. Anwendung der Kriterien zweiter Art znr AMeitnng der 
Gaufischen Kriterien und deren Terallgemeiuerung. 

1. Die Bezidbungen (Ki")> (L', 1), (L', 2) erweisen sick ffir die Kon- 
Tei^enzuntersuchung vieler in der Funktionenlebre baufig Torkommender 
Beiben als rSllig ausreicbend und konnen u. a. mit Yorteil dazn bendtzt 
warden, nm diejenigen, fflr gewisse Anwendungen sehr bequemen Blri- 
terien zu gewinnen, welcbe Gaud gelegentlicb seiner Untersncbnng dber 
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die hyjpergeometri&ihe Beihe aof umstandliclierem Wege abgeleitet hat. 

Dieselben beziehen sich aof solche Reihen, bei denen der Quotieat 
sich in die Form setzen laBt: 

a A. 

( 1 ) 






• + An 


wo m eine ganze positvoe, A eine l>did>ige positive Zahl bedeutet^ wahrend 
A, A,-; beliebige positire oder negative Zahlen ein- 

schliefilich der NuM vorsiellen. 

Schreibt man GiL (1) znnachst folgendermafien: 

(2) «»> + + A + A*~^+Pr*~* 

wo also: 

P, — + — • + A„ nnd daher: lim P, -■ ^4, , 

SO folgt zunaehst: 


(3) 


p-^ao 

Hm P,^ 


(4) 


lim — —"^A > 0, 


♦'->•00 **> 4.1 


and hieraus erkennt man, dafi der Quotient — ~ schon von einer be- 

®»+i 

sHnmten Stdle ab posiiiv ansfallen mofi, die a, also gleidtes Voreaehen 
besitzen. Wir kSnnen daher obne Besohiankang der AUgemeinheit a,,>0 
annehmen etwa fdr v^n. l^aoh 6L (4) hat man sodann: 

j IHvergms, weim: .4 < 1, 

^ I Konvergene, wenn: J.> 1. 

1st non gerade: 

(6) ^-1, 

so wird: 

/a, A (4, — Bi)«'+(P, — 

(7) W- Ij-r- 




-1 






1) Es ist koine wesentliobe Beschrankong der AUgemeinheit, daB wir der 
Fotenz im Nmner den KoefBzienten 1 beigelegt haben. Ware derselbe namlich 
eon 1 versehieden, jedoch positiv, etwa JB, so k a nn man ihn duxch Mnltiplikation 

des Zahlers nnd Nenners mit -4- allexnal anf 1 rednzieren. 

B 

•2) Man bemerke, dafi diese IJmformnng ihien Sinn behait nnd die daran ge- 
knflpften SohltiBse gdltig bleiben, wenn speziell: **• “■ 0 sein sollte* 
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nnd dalier: 

(8) lim v(-~ 1^ — — Bj, 

r-^oe \®v + l / 

aodaB sich. mit Beniitzung das Kriteriums 1), S. 385, ergibt: 

I DitjergmZy falls; -4. « 1, J-i — < 1 , 

^ [ Konvergensf, falls: JL 1 , > 1 . 


Ist nun wiederum: 
( 10 ) 
so wird: 




, („ + !) 


xind dalier: 


<12) ljmlgv(v.^^ (v + l))-Hin- . , 

' *» + l ' y-^m V l-\-JS^V +V»*’ 

sodaB mit Bentltzung des BiTergenzkriteriams (L', 2) die Beihe ^a,, als 
divergent erkannt -wird. 

Beirachtet maa z. B. die sogenamite hypergamdrische Beihe; 


. Ig*- (Py-Q-Bi)-Q,vr* 


y 1-2 -y-Cr + i) ^ 


far welcbe also; 


/1Q\ ^ Qg « (ft 4- 1 V * - ^ ^ ‘ P • (P + * (P + -y 

“TTi rr: i . y.(y + l)...(y+4--l) ■ ^ ' 


und daher; 


{v*4.(l-f.y)v + y} 


/U) ^^, (r + t)-(Y + r) 1 

(«+ ^) . (^4 v) • «. ^* +’(« + P)ir +“i> “ 

(wo a eine positive, cc, /5, y beliebige reeUe Zahlen mit Ausnahme der 
ganzen negativen bedeutea soUen^)), so folgt zatIsU^hBt aus (5), dafi die 
Reihe divergiert far a; > 1, konvergieti ftlr a; < 1. 

Ist sodann a? «• 1, so hat man hier: 1 + y, «• a + /J, tmd somit 

ist die Reihe divergent, falls y^of + j3, Convergent, falls y>a + /3. — 


1) Wire n&xnlich «**» — v oder j?=* — v (wo v eine natarliohe Zahl), bo 
w<irde =» 0 (far o » 1, S, 8, • • *); tmd ware y ■= — v, bo wdrde im Nenner von 
^v+9 » 1, 2, 8, • • •) die Null als Fafcfcor anftreten, die Beibe also sinnlos werden. 

Sind im dbrigen die Zahlen a, y samtUch odex znm Teil negcUiv, so werden 
nnier den Anfimgsgliedem der Beihe anch negative vorkommen. Da indessen die 
Faktoren cc + v, P + i^i 7 + r von einer gewissen Stelle v =» w ab samtlioh poeitiv 
werden massen^ so haben alle ay far v'^n daeeeUbe Voreeichen, sodaB sich die 
Beibe im ioesenUichen wie eine solche mit lauter positiven Gliedem verhalt (vgL 
% hi. Nr. 1, S. 4:0X)- 
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2. Die oben fiir den Pall der Beziehtmg (1) gewonnenen Elriterien 
lassen sich nocb in gewisser Weise verallgemeinem. Zunacbst folgfc aus (2) 

fiir .4=— dafi sich der Quotient — niit Hilfe einer identischen Um- 
fonnung anch in die Form setzen lafit: 


(15) = 1 + + 

^ ^ »,+l ^ V ^ 


( ^ -B, + B}) - - B,) e, ■ i 

V* + B,V+Qy » 


Oder anders geschrieben: 


(16) 

wo: 

(17) 


= 1 +4 + §, 


It = -<3r-AB, + B,> 


also mit Bentltzong Ton Gl. (3): 


(18) lim E, - - J?, - Aj + B^\ 

Man erkennt nun ohne weiteres, dafi die oben gefundenen Divergenz- 
und Konyergenzbedingungen ganz und gar nicht von der besonderen 
Form des abhangeni sondern lediglich darauf beruhen^ daB R^ mit v 
nicht ins Unendliche wachst. 

Betrachten wir also jetzt Reihen fiir welehe der Quotient 

sich in der Weise in die Form (16) setzen laBt, daB i eine beliebige 
von V mabhangige, eine von v eventuell abhmgige Zahl bedeutet 
und lim jB^ < oo^ so hat man zunacbst: 

v-yoo 

(19) 

r->oo '"v+1 ' 


sodaB die Reihe nach (9) div&'gierty falls fc < 1; Jconvergiertj falls ft > 1. 
1st sodann ft = 1, so wird: 

(20) limlgv(v-^ — (v + 1)) — lim ^2^ = 0 /) 

woraus dann wieder nach (12) die Divergenz von^a^ resultiert. 

Dem zuletzt betrachteten Reibentypus gehoren u. a. alle diejenigen 

Reihen an, bei denen sich zum mindesten fiir v ^ n durch eine ftow- 


1) £iS wUrde also for das fragliche Besnltat auch Bohon auareiohen, weim unr: 


Sr 



Priagsheim, VorleBtiagea 1,2. 


26 
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vergierende Beihe tou der Form; 

i I ^1 I t I 

+ T + + + 


( 21 ) 


darstellen lafit, in welchem Falle offenbar: 

(22) + ^ + + + + ^ + 


Da, wie leicht zn sehen^), die Eeihe (21) zum mindesten fllr v^w + l 
aaeh konvergent bleibt, wenn maa die durcb ibre absoluten Betrage 
ersetzt, so bat man, wenn etwa: 


1^1 


|6J 

n + 1 


l&,l 

(n + 1)* 


^ • n 5 


gesetzt wd, fftr v > n + 1 : 
d. b.: 


lim JBy — 




Die Beibe eHoergiert also, falls b^^l, sie Tsonvergiert, falls b, > 1. 


§ 56 . f^ber die Tragireite der Sriterien zireiter Art und ibre 
Beziehnngen zn den Eriterien erster Art. 

1. Wie bereits in § 47, Nr. 3 (S. 321) nnd Nr. 4 (S. 323) berror- 
geboben wnrd^ liegt es in der Nator der Sacbe, daB die Tragweite irgend- 
eines Eriterimns eweUer Art wesentb'cb geringer sein mnfi, als diejenigfr 
des entspreobenden Eriteiinnis erster Art. 

Hierzu mag znnacbst in Hinsicbt anf das Caucbyscbe Fondamental- 
kriterinm zweiter Art nocb ansdrficklicb bemerkt warden, dafi ^sJ^cislene 

eines bestimmten Gremwertes'^^^ Oder ancb nor solcber JHdt^pSimites^ 


1) Man bat idmlieb f3z loo i, 2, 8, 

\h\ 


I Oil 

"T-'W’ 


I I • 

alio, da die Zahlen — j- infolge der fiSr rsaan beitehexiden Eonvezgenz der Reihe (21). 
n 

eine endliohe obere Grenze G baben mtlisen, fdr 

1 62 1 / w 

w daa allgemeine Glied einer kcnvergenten Reihe iii 
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§ 66. tl)er die Tragweite der Kriterien zweiter Art. 

welche brnde < 1 bzw. heide > 1, durch die Kon'oergenz bzw. Divergem 
der Reihe in Iceiner Weise prdjudiisiert wird. Dies gebt wiedemin mit 
voUer Rvidenz scbon daraus hervor, daS die Konvergenz bzw. Divergenz 
einer Reihe nicM alteriert wird, wejm man die Terme irgendwie 
umordnet oder mit ganz idiAigen positiven (nur im FaUe der Konvergmz 
stets nnter einer festen Schranke, im Falle der Divergenz stets oberhalb 
einer positiven Zahl bleibenden) Paktoren midtipliziert: jede dieser Operar 
tionen lafit sich dann offenbar so einrichten, dafi ftlr die resultierende 

Reihe die Quotienten (v«0, den verschiedenartigsten 

00 oo 

Gesetzen gehorchen. Bildet man z. B. ans der Reihe: ^ *= welche 

0 0 

GO 

fiir a< 1 Tconvergierty fiir a> 1 divergiert^ eine nene Reihe indem 

0 

man jedes Glied von der Form vor das entsprechende 

Glied setzt — eine Operation, die sich fibrigens durch die Formel 
ausdriicken laBt: 


( 1 ) 


a*' + (also : =»«*'+(- 1)’') , 


so ergibt sich: 


d. h.: 


^v + t 






a 




”22 + 1 
®22 




^2 + 2 
®22 + l 


sodafi also die Werte der Quotienten abwechselnd oberhalb and unter- 

% 

halb der Einheit liegen, gleichgdltig ob a < 1 (Konvergenz) oder « > 1 
(Divergenz). 

Wendet man denselben UmordnangsprozeS auf die Reihe mit dem 
aUgemeinen Gliede a^ an, ftlr welche: 


^v + l 




and somit, 


falls 

« < 1 : lim 


V -+00 

falls 

a > 1 : lim 
»->*00 


*v+l 


*r+l 


OO 


(Dkargeng), 


20 * 
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flo ergibt sich ftlr die resultierende Reihe : 

0 0 


z±? 

a' 


** + 2v + l + 2(v+l)*(-ir‘*'Vl 


Q,i* + 2r(-l)’' + l 


und daber: 


+ ^ ^ + ^ =. ^6(2;i + l) + 8 

®si ®»i + l 


® 4-1 

Idan erbeimt Ixieraus, dafi der Quotient " - > ■ die Hauptlimites 0 und oo 

besitzt, gleichgttltig, ob a<l (Konvergene) oder a>l {Divergenis). Ob- 
siihon also — im Falle a< 1 — beim 'O'bergange von zu jedes- 

mal eine so starke Zunalime erfolgt, dafi der Quotient — — mit X fiber 

®2i 

aUe Grenzen wachst^ so ist die betreffende Beibe nicbtsdestoweniger Icon- 
vergent] und das analoge gEt im Bhergen^taXle cr > 1 bezfiglicb der Glieder- 
o&nabme. 

2. Bei den eben betracbteien Beispielen findet immerhin eine be- 
standig altemierende Ab- und Zunskme der Glieder statt. Es lassen sicb 
aber aucb konvergante Beihen von der Bescbaffenbeit angeben, daB die 

a J.1 

Stellen v, ftir welehe der Quotient — jede nodi so grofie Zahl ilber- 

steigt^ scbliefilicb immer eoMreicher werden, wahrend die Haufigkeit der 
SteUen^ an 'welcben eine Gliedera5nabme statSfindet^ mit wachsendem v 
uribegrenzt abnimmt. Das analoge gilt wiederum mvctaiis mutandis ffir den 


Es '^erde gesetzt: 

wo [l/i^ die grSSte in yv entbaltene ganze Zabl bedeutet und das im 
Nenner von a, stehende Produkt sich auf alle ganzen Zahleu von v bis 
([}/*^ + 1)* eiusohlieBlich erstrecken solL Da nun; 

[Vr] + 1 > f/v, 

also: 

([V^ + l)* > V, d. h. ^v + 1, 
so erkennt man zunachsi^ daB; 

— » • (* 4- 1) > 

und somit Iconvergieri. Legt man v einen der Werte: 

A* 2>+l, a + l)»-l (1-1, 2, 3,...) 
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bei, 80 hat man wegen: >1* ^ v < (A + 1)* dnrchweg: 
tmd daher: 

(3a) v • (*> + 1) • • • (1 + 1 )* 

GehSren also v und (v-f 1) heide der Zahlenreihe A*, A*+l, • • •, (A+1)*— 1 
an, so wird: 

(3b) 

and somit: 

( 4 ) 


“.+1 („+i)(* + 2)...(l+l)»» 


“»+l 


Dagegen hat man far; v — (A,+ 1)*— 1, » + 1 — (A -h 1)* 
I a. - . - 7'. ‘ 

( 6 ) 


und: 

( 6 ) 


"» (a+i)«_i)(4+i)* 

1 

®»+l “ (4 + l)*((4 + 4)* + 1) . . . (4 4- 2)*» 


“»+l 


(4 + i)*_l 


■ ((4 + 1)* + 1) . . . (4 + 2)* “ (»+2) . . 4i/hPi] + l)* ' 


Der Quotient nimmt somit „im aUgemeinm^ nach Gl. (5) den 

(schliefilich uber aUe Orenzen wachsmden) Wert v an, nSmlich mit eifi- 
eiger Aumahme der offenbar in immer groBeren Abstanden auftretenden 
Stellen: 1 / — (X + 1)* — 1 (X «= 1, 2, 3, • • •), wo also (y + 1) eine Quadrat- 
mil ist. 

Betraclitet man statt der Beibe ^ die Beibe ^ so bat man 

offenbar eine divergenie Beibe mit den ent^ecfiendm Eigenttimlicbkeiten, 
dw h. der betreffende Quotient nimmt bier aUgemeinen^^ den mit wacb- 

sendem v hdidng Klein werdenden Wert an, wahrend die nur vereinzelt 

auftretenden Stellen, bei welcben eine Gliederjerwnabme stattfindet, immer 
sdtener warden. 

3. TJm die Beziebung zwiscben den Caucbyscben Fundamental- 
kriterien erster und meiier Art (§ 50, S. 341, Formel (DO und § 54, 
S. 385, Formel (Ki") und FuBnote) festzustellen, beweisen wir zunacbst 
den folgenden (in der Hauptsacbe yon Caucby berrfibrenden) Satz: 

Ist 1^0 der untere, L^<x> der olere Limes von 

fur V— >- 00 , $0 ist der untere Limes von mindestens «= /, 



394 
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d&t oiere hochstens =» i. 1st also insbesondere I = L, also 
lim «. L, so wird auch lim — L . 

v-^cp 

Beweis. Wir setzen zun^hst I als positiv (also von Null verschieden)^ 
L als endlich voraus. Alsdann lafit sich einer beliebig klein (insbeson< 
dere < 1) anzunehmenden positiven Zahl s eine positive game Zahl m so 
zuordnen^ dafi: 

(7) i <L + B far 1/ ^ w. 

fly 

1st sodanzL n eine positire ganze Zahl > und setzt man in IJngl. (7) 
der Reihe nach v = w, (m + 1), • • •> (w— 1), so folgt durch Multipli- 
kation der resnltierenden Ungleichungen: 

(?-«)»-“ <-j!- < (L+ £)»-“, 

also, wenn man diese Ungleichung mit a„ multiplizieit nnd in die 

-i-** Potenz erKebt: 
w 

( 8 ) (I • a* <ya,<iL + b)~* • aj . 

LaBt man jetzt n ins Fnendliche wachsen, so folgt, wegen: 

m ml 

lim(Z— e) * =• 1, lim(j!j + ®) " 1> lim == 1 

n-^-oo n*>OQ n->OD 

(s. § 30 am Ende, S. 186) zunSclist: 

I — lim ^ 

n->0D 

und da $ beliebig Uein gemaebt werden kann, schlieBlich: 

(9) 

W-^OO 

in Worten: Das GrensmtervdU tob kann ntmaJs fiber dasjenige 
von — — hinausragen (wohl aber enger sein). 1st nnn speziell Z so 
folgt ans Ungl. (9), dafi aucb: 

(10) I — lim =- Z, 

«->-00 

d. h. man hat allemal: 

(11) lim lim 

*-*•«» •->'00 "• 

■wenn dieser letetere Grenzwert exisHert (die Werte 0 und oo vorlanfig 
nocb auBgescUossen) — aber nicbt umgekia^ (Beispiel s. Nr. 4). 
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§ 66. Ober die l^agweite der Eriteiien anreiter Ait. 


Ist jetzt ? — 0 bzw. L ^ oOf so bleibt UngL (9) offenbar gleiobfaUs 
in Einft, solange I nnd L Terschieden sind, da ja der unfere Limes 

Ton mindesiens — 0 , der olere hodisiens — oo ist. 

Hat man dag^n Z => L <— 0 , so tritt an die Stelle der Ungleichnng ( 7 ) 
«ine Ton der Form: 

0 <-^^<e far: 

nnd daber an die Stelle ron UngL ( 8 ) die folgende: 

I — -L 

iroraus daun analog Tfie oben: 

< 12 ) limV 5;;-0 (-lim^^) 

»->oe ' n-^oo ®n * 

xesultiert. 

^ +1 ^ 

1 st schliefilich oo. so hat man: lim-y^=« 0 , weim — — 

gesetzt wird; nnd somit naksh 61 . ( 12 ): « • * » 

0 -limyj;;-lim^, 

also: 

( 13 ) lim Ya ^ «— cx) (— lim • 

ii->oo ' n^co ' 


Hiermit ist der oben ansgesprochene Satz ohne jede Emschrankong 
bewiesen. 

4 . Das in 6 L ( 11 )^ ( 12 )^ ( 13 ) enthidtene Besnltat kann znweilen mit 
Torteil dazu yerwendet werden, nm den 6 renzwert yon ^ ^ 


P 4-1 

zu berechnen, wenn deijenige yon ■■ ^ -- leichter zu ermitteln ist So findet 
man jetzt z. B. aus; 


lim 

ir->oo 


(T+ir 

y» 


I (»gO). 


OO 


ohne weiteres: 
< 14 ) 


lim |/iJ» _ 1 lim — oo . 

r->co r->-oo 


Als Beispid dafar, dafi diese SchluBveise, wie oben im AnsehlnS 
an GL ( 11 ) bemerict mirde, niM ttmkdtriaf ist, betrachte man die Ans- 
drdcke: 



1) Vgl. § 87, Nr. 8, 8. 880, FuBn. 1. 
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Hier wird: 


(a) 



dagegen: 


Urn VjPv •" 1 *“ = 1), 

V->00 V->00 v-Vw 


T-X» 


i>v 


Jr-T^y 


(v • (*; + !)>- 


und dieser Ansdmck hat ffir v — ► oo den Grenzwert 0 oder oo, je nach* 
dem V gerobde oder ungerade. Man hat somit: 


(17) 


lim — — •= 0, lim = oo . 

v->00 Pv V-^QO Pv 


Andererseits besitzt 


2,= 




V 


bei geraden Werten von v v oo den Grenzwert e, bei imgeraden 
den Grenzwert sodaB also: 


(18) 


lim 

00 


3^v+i 

2v 


1 


lim == e*. — 

»^a> 2. 


Die Anwendang des in Nr. 3 bewiesenen Satzes auf die Oauchy- 
schen Fundamentalkriierien ergibt offenbar das folgende Resnltat: 

Liefert das FmdametUcdhritmum gweiter Art hegUglich der 
Beihe^a, eine ErUsckeidung, oder versagt es in der Weise, dafi 
der Grenzwert 1 mm Vorsdiein Irnnmi, so gUt das gleiche von- 
dem Eriterium erster Art, 

Dagegen kann das letgtere nock eine Entsc^teidimg liefemf 
wem das er store in der Weise versagt, dafi: 

lim— — ^1, dagegen: lim-^^^1.^) 

r->oo 

Man betracbte z. B. die in Nr. 1 durch Umordnung der Reiben 

00 oo 00 00 

gebildeten Reihen: i)’', «(»'+(- welche 

0 0 0 0 

offenbar auf das Caucbysche Kriterium erster Art reagieren, wahrend 


1) Das G^leichheitszeichen soil dabei natibrlich nur fSr eine der beiden Be- 
zitibungen gelten, da ja andemiblls: 


lim 




d. b.: lim 

1/->QO 








1 . 
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§ 6Q, tJber die Tragweite der B[riterien'zweifcer Art. 

daejenige jsweiier Art ToUstandig versagt, femer die Reihe mit dem all- 
gemeinen Gliede: = Hier wird: lim V^=-a (G1.16a)^ 

v-^aa 

woraus die Konvergem der Reihe fflr a<l, die Bivergene fflr a > 1 
resTiltiert. Dagegen hat man naeh 6L (17): 

sodaB also das Kriterinm zi/oeiter Art meder YoUslapdig versagt. 

Bei der Reihe mit dem allgemeinen GHiede: o,— j,- «*'=• 
hat man ebenfaUs (nach GL (16b)): lim Ya^ » a, also Kom&rgems fhr a< 1^ 

»->oo 

IHvergenz ffir «> 1. Andererseits wird nach GL (18): 

»->-0D *» ® .->•« ®» 

woraus nur soriel gefolgert werden kann, daB die Reihe fhr a < -^ Tcon- 
vergiert, fQr a > c* dwergiert, wahrend fOr solohe Werte von a, welche 
dem IntervaUe ^ a ^ e* angehoren, das Yerhalten der Reihe frag- 
lieh bleiht. 

5. Eine ganz analogs Beziehui^, wie die soeben fOr die Gauchj- 
schen Fnndamentalkriterien entwickelte, findet ganz aUgemein zwischen 
den disjunktiven Eriterien etoeiter und den entsprechenden erst&r Art 
statt.^) Setzt man, wie in § 54, S. 382, Gl. (16): 

{19) wo: (a.a.O.GL(12)), 

“«+p+i 

so lantet das di^nMive Kriterinm z welter Art (a. a. 0. Formel 

, (< 0 : Bivergenz, 


(20) limZj 

n->OB \ 

Wird femer gesetzt: 


J^^vergeniSy 

lim I < 

“ I > 0: Konvergenz. 


— ” ** - — (wo spezieU: — Jfo), 




so hftt man aZs di^wMves Kriteritm erster Art (§ 50, S. 338,. 

Formel (E)): ^ 

, — , f < 0 : Bivergenz, 

(22) lim I ^ 

^ ^ WTJ: l>0: Konvergenz. 

1) Obet die Bezidrang der Eriterien zteeiter Art zu der GreMwertform der Kri- 
terien erster Art e. die Bemerktmgen in § 47, Nr. 8 (S. 8S8) and § 54, Nr. 2 (8. 379)> 
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Nr. 6. 


Es soli nuiL gezeigt werden, dafi dds Grmzintervall yon Ic^ niemals 
liber dasjenige yon Z, Mnamragm kann, nnd dafi daher insbesondere 
lim 7c^ « lim L wird, falls der letBtere Qrenzwert existiert. 

* n->QO 

Dabei konnen wir nns auf den FaU lim oo beschranken, da 
die Annabme eines endlichen lim wobei man offenbar ohne Bescbran- 
kung der AUgemeinheit lim = 1 setzen kann, auf den zuyor behan- 

^ n>>oe 

delten FaU der Caucbyscben Fundamentalkriterien ftlbri (Die Annabme^ 
dafi lim «== 0 oder dafi dieser Grenzwert dberhaupt nicht existiert, 

«->ao 

bietet fiir die Kriterienbildung kein Interesse.) 

Seieu nun Z, L die zunacbst als endlich aiigenommenen Hauptlimites 
yon far » cx), so kann man jeder beliebig kleinen positiyen Zahl a 
^ine positive gauze Zahl m so znordnen^ dafi: 


{23) I — € < — -Dy+i < i + « far V ^ m 


and aufierdem im FaUe Z ^ 0 : 


(24) 


'lf + l 


<1 


far 


Bringt man sodann TJngL (23) auf die Form: 


D a ^ i -4- * 


^v+1 %+p+l 


‘'v+1 


fi 

l+^< 

so folgt; dafi auch: 

^v+V -^v+l^+p+l 

Nun ist aUgemein fur a> — 1 (§ 34, S. 206, TJngL (3)): 
sodafi aus UiigL (25) die folgende resnltieii:: 


(25) Ig (l +^) < ^ (l ) (*'^»»)- 


(26) 


l—j 

^V + 1 ^ ^P+p 


1 + 


i — £ a 


V + l "v + i7 + l 


X+8 

^r + 1 




'v+l 


1) Im Falle X ^ 0 hat man, wegen I ^L, stets: 


zeitig mit: 


1“^ 
D 


v + H 


1 schon von selbst auch: 


X — a 


X, 


v + l 


Z|^|X|, sodafi gleich 
<1 
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Durch Substitution von i; =* w + 1, • • •, w — 1 (wo n>m) und durch 
Addition der betreffenden Ungleicbungen findet man: 


(27) Q - 6) ■y.p , . < Ig < (i + 6)2 A-S 


m + 1 


fW+1 


wo: 

(28) 


^’r+i also: limi),-=l. 


D, 


v + l 


Dividiert man die letzte XJngleicbung noch durch und laBt 

sodann n ins Unendliche wachsen, wobei offenbar: o 


(§48,S.325,FuBn.2), 


TO + l 


und: 


Ig 


m + 1 


D a 

m+p 


Iff 




0 


-I 


0 




-1 


Ig 






-1 


so geht aus UngL (27) die folgende hervor: 

1 


Ig 


! — g ^ lim 

0 


S, 


and da e beliebig klein gemacht werden kann, schlieSlicb: 

(29) < L. 

n-+w 

1st also speziell Z ~ £ d. h. lim endlich und bestimmt (den Wert NuU 

n>>>eo 

eingescblossen), so wird: 

(30) limfc, = lim !!,. 

n->-oo n'+eo 

Femer bleibt UngL (29) offenbar wieder ohne weiteres gfiltig, wenn 
i a=a — <x>, bzw. jL =» + oo, sofem nur I und L versclmdm sind. 
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1st dagegen Z«i-» + <x), so tritt an die Stelle der TJngl. (23) eine 
^on der Form: 

fflr: v'^m, 

“r+f+l 

iro A erne hdi^g grofi TorzaschreibeDde positire Z&ll bedeotet. Als- 
dann folgt aber mit Hilfe der oben angewendet^ Schlufiweise, dafi auch: 

lim ^ d. b. schliefilich: » oo 

werden mafi. 

Das aaaloge ei^ibt sick itn Falls — oo. Die Dleichnng (30) 

behalt somit anch ihre G&ltigkeit, falls lim Z, ± oo . 

Da der zur Ableitang der Beziebongen (29), (30) angewendete 
ProzeB wiedenuu nickt umkdtrbar ist, so ergibt sicb biemacb das fol- 
gende Besnltai: 

lAefert das Sjriterium gweiter Art: 


lim Z. 








'*+p+l 



begUgUch der Beihe^a^ eine Entseheidung, Oder versagt das- 
seRte dureh das Aufiretd* des Orengmrtes Nitllj so gUt doe 
gleiche von dem Snterium erster Jrt: 


limb„ 


Ig 




« lim 

-1 


0 


Dagegen kann dca leigtere eine Entsdieickmg liefem, wenn das 
erstere m der Weise versagt, dafi: 


]imZ,^0, limZ.^O^). 

«->08 )i>>ao 


1) Wobei selbstverst&ndlich das Zeichen » wiederom mix fdr eine der be- 
treffenden Bedingongen in Betraoht kommt. 
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Eapitel lH 

Reihen mit positiren nnd negatiren Gliedern. 

§ 57. Absolute nnd nicht-absolute KouTer^enz. — Biemanns Satz 
Bber die Herstellung einer nlcht-absolut kouTergenten Beihe mit 
gegebenen Oliederu und beliebig Torgescbriebener Summe. 

1. Die Unterstu^uD^ einer Beibe mvt louder n^atvoen Gliedem (— aj, 
wo also a, > 0, lafit sick TermSge der Beziekung: 



0 0 

ohue weiteres auf diejenige einer Reihe mit posiUven filiedern zurack- 
ftthren.^) Insbesondere wird also auch eine solche Beihe immer nurhmver- 
gierm oder eigenUich dvoergieren (namlich nach — oo). Und sie wird, falls 
sie konvergiert, stets unbedingt konvergieren — auch in dem erweiterten 

ee 

Sinne, daB die Reihensnmme nicht geandert wird, wenn man ^ (— a’) in 

0 

'Cine endliche oder nnendliche Anzahl Ton PartiaJreihen zerlegt und so- 
dann die aus den Sommen der letzteren gebildete Reihe summiert (§ 46, 
Nr. 3, S. 312). Ebenso laBt sich auch der fQr ein eweifach-unenSliches 
Schema Ton positiven Gliedern bewiesene Satz (§ 46, Nr. 4, S. 317, 
Gl. (28)) ohne weiteres auf ein solches you lauter negativen Gliedern {—ajifi) 
ubertragen. 

Auch eine Reihe mit positiven und negativen Gliedem, bei welcher 
entweder die negatiyen oder die positiyen GUeder nur in endlicfier Zahl 
Torkommen, bietet nichts wesentlich neues: denn ihre Untersuchung lafit 
sich nach Abbrennung einer gewissen endlichm Anzahl yon Anfangsgliedern 
auf diejenige einer Reihe mit lauter gleichbezeichneten, also schliefilich mit 
lauter positiven Gliedern zurdckfilhren. 

Sei jetzt aber eine Reihe yorgelegt, welche sowohl positiye als 
negatiye Glieder in unbegrenzter Anzahl enthalt. Werden alsdann die 
positiven Glieder in deijenigen Reihenfolge, wie sie in der obigen Reihe 
auffcreten, mit • • •; die negativen mit — Ji, —6*, 

zeichnet, und setzt man: 

V ft 

( 1 ) Sj,f , 

0 1 1 


1) Ftlr den Fall der Konvergenn s. { 44, S. 802, Gl. (82). 
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BO wird: 

( 2 ) 




wenn die Anzahl der positiven, % diejenige der negativen Glieder 
bedeutet, welcbe in 5^. vorkommen. 'LaBt man jetzt v, also anch 
liber alle Grenzen wacbsen, so folgt: 

(3) s, - (A — JB ) . 

r-^oe ^ 


Es bonnen nun die folgenden drei wesentlich verschiedenen Falle 
eintreten: 

I. Die Reihen^a^, sind beide Tconvergent^ sodaB man setzen 
kann: 

00 00 
(4a) = 

geht GL (3) in die folgende ttber: 

(4b) liras, = — 

V->00 

d. b. die vorgelegte Reibe ist in diesem Palle konvergent und ibre 

00 00 

Summe ist gleicb der Summe aus; und 6J. 

1 1 

Dabei laBt sicb die Bedingung, daB einzdn konvergieren 

soUen, nocb durcb eine etwas einfacbere ersetzen. Die aus den absoluten 
Betragen der Glieder gebildete Reibe entbalt ojBfenbar genau 

dieselben Glieder, wie die beiden Reiben zusammen, sie Icon- 

vergiert daber sicber, wenn jene Iddm Reiben 'konvergieren, Und umge- 
kebrt: wenn ^\u^\ konvergiert, so muB aucb jede der Reiben 
als eine aus der Reibe (mit lauter positiven Gliedern) heraus- 

gebobene Partialreibe konvergieren. Somit gilt der Satz: 

Eine Beilie mit positiven und negativen Gliedern ist sicker 
konvergent^ wetin die Beike der absoluten Betrdge konvergiert 

Eine Reibe, fur welcbe diese Voraussetzung zutrifffc, soil absolut 
konvergent beifien. 

IL Konvergiert nur eine der beiden Reiben so lebrt 

GL (3), daB divergieren muB und zwar „eigenflich‘‘, namlicb nacb 
-f cx), wenn divergiert, nacb — oo, wenn ^b^ divergiert. 



Nr. 2. § 67. Absolute, und nicht-absolute Eonvergenz. 40S- 

IIL Divergierm die heidm Reihen liat man also: 

=oo, 

r->oo ^ 

SO lafit sich im allgemeinen aus Gl. (3) zunaclist kein bestimmter SchluS- 
anf die Beschaffenheit von lim ziehen. Nur in dem Falle, daB lim 

r-^oo Jf->eb 

bzw. lim |m^| von Null verscbieden ist, erkennt man nach dem friiher 

>e->oa 

gesagten (s. § 44, Nr. 4, S. 299) ohne weiteres, dafi dwergierm muB. 
Ist dagegen limw^«0, so laBt sich zeigen, daB je nach der Anord- 

je-^oo 

nung der Glieder sowohl Iconvergieren, als auch eigenUich divergieren odtr 
oszitUeren Jcann. 

2. Hierzu beweisen wir zunachst den folgenden von Riemann her- 
rBhrenden Saiz: 

Sat man zwei unbegrenzte Folgen positiver Zahlen (aj, (B^) 
von der Beschaffenlieit, dafi lim *= lim ist und die Beihenr 

X-Vflo x-yee 

divergieren^ so lassen sich die Zahlen flg, «S 7 • • * 
und — Bj, — Bj, — • • • derartig in cine unmdliche BeHie an- 

ordnen, dafi dieselhe Jconvergiert und eine vorgeschrid)ene Summe S’ 
besitzt, 

Beweis. Es sei — nm irgendeine Festsetzung zu treffen — die im 
iibrigen beliebig vorzuschreibende Summe $ etwa ^ 0 gewahlt Alsdanir 
entnehme man der Folge der zunachst so viele Glieder Gj, • • •, 
daB deren Summe die Zahl s gerade ubersteigt (was infolge der Divergent 
von stets moglieh ist), aber bei Weglassung des letzten Summan- 
den a^ die Zahl s hochstens erreichen wfirde, sodaB also: 

«! + H h + ^2 H 1" ^ ^ 

Oder, wenn zur Abkilrzung; 

(5) + «2 + • • • + V =* 

gesetzt wird; 

( 6 ) 

Nun fiige man zu so viele negative Glieder — -Bj, —Bj, • • •, daB- 
die jetzt entstehende Summe: 

(7) < = 6^ 

gerade noch unter s herabsinkty aber bei Weglassung des letzten nega- 
tiven Gliedes ( — B,^) die Zahl $ zum mindesten noch erreichen wUrde^ 
sodafi also: 

( 8 ) + 
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Jetzt bilde man wiedernm aus dnrch Hinznfiigung weiterer positivcr 
Glieder eine Snmme: 

{9) + ®inx+l + ®ini + S ^ 1- 

Ton der Art, dafi die Zahl s Ubersteigt, aber bei Weglassung des letzten 
Oliedes sie hoehstens emrdchen ■wQrde, also: 

< 10 ) 

nnd hierauf durch Hinzaffigiiiig weiterer negodiver Glieder eine Summe: 

(11) V “ ~ ^«i+» 

sodaB: 

^ 12 ) (Jj ^ ^ "I" ' 

Fahrt man in dieser Weise fort, so gelangt man einmal zu einer 
ans posiiwen Gliedem ( 0 ^, Oj, nnd «,_i negativen Gliedem 

bj, — &»>*••> bestehenden Summe welche naob Analogie 
Ton TTngl. ( 6 ) nnd (10) der Bedingong genfigt: 

(13) — 

Oder anders geschrieben: 

(13a) 0 < tf, 8 ^ 5 

desgleichen zu einer aus positiven nnd negativen Gliedem bestehen- 
den Snmme tf/, sodafi: 

(14) + 

Oder anders geschrieben: 

(14a) 

Infolge der Voranssetzung lim = lim 6 * — 0 UlBt sich aber jeder 

^£->•00 X-^ee 

beliebig kleinen. positiyen Zahl s eine positive ganze Zahl m so zu- 
ordnen^ dafi: 

flfh ] 

»«,<«; falls: „ 

Wy j 

sodafi dann gleichzeitig naoh Ungl. (13 a), (14 a): 

<lo) 0 <tf, — s<e, 0 <s — ff /<8 

wird, woraus znn^hst soTiel berrorgeht, dafi bei nnbegrenzter Fort- 
setzung des angezeigten Verfabrens die besonderou mit 0 / bezeich- 
neten Summon fflr v — > 00 gegen den Grenzwert s konrergieren. 

Bezeichnet man jetzt allgemein mit die Summe dei ersten fi Glieder 
der dnzob obiges VerEabren erzeugten Reihe, so wird, wenn s,, mit einem 
negativen Gliede schliefit und etwa: 

»», + »,-i < i“ ^ 
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§ 57. Biemanns Satz uber nicbt-absolnt konvergente Reiben. 
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den Bedingungen geniigen: 

(16) 

SclilieBt dagegen mit emem jpositiven GKede und hat man: 
so wird; 


^ ^ ^1+1 > 

sodafi sich allgemein ergibt: 


(18) 


lim s.. 



s^) 


Zugleich ist ohne weiteres klar, wie das betreflfende Verfahren zu modi- 
fizieren ist, falls etwa a < 0 yorgeschrieben worden ware. 

8. Der eben bewiesene Satz ist noch insofem einer Erweiterung 
fahig, als man dnrch passende Anordnung der Glieder (aj, (— auch 
erzielen kann, dafi ftir oo zwischen irgendzwei yorgeschriebenen 
Zahlen Z, L osziUiert oder anch nach + oo bzw. — oo divergiert, 

Sei etwa die als oberer Limes yon yorgelegte Zahl so hat 

man offenbar, nm das gewunschte Resnl^t zn erzielen, mit Beibehaltung 
der in Nr. 2 gebrauchten Bezeichnung nur so zu yerfahren, daB (siehe 
Ungl. (13) und (14)) : 

tf, >I>^ tf,. — 

worauf dann: 

Um = L, lim -= I 

fi^co 

wird. (Analog ftlr den Fall L < 0.) 

Soil femer lim $„ = + oo werden, so nehme man eine Beihe wach- 

sender positiyer Zahlen Jlf^, Jfg, • • •, • • • so an, daB lim « oo. 

Modifiziert man sodann das in UTr. 2 angegebene Verfahren in der 
Weise, daB: 

0,. > Jf,. ^ <7,. — y 


1) Der Inhalt dieser lefczten Betraohtang lUBt sicb aucb folgendermafien for< 
xntdieren. Man hat offenbar: 


und daher, wegen: 
schUeBlich auch: 


lim s lim lim s^^ =* lim 

/i->oo ^ r-^00 /i-^eo * v-^-oo 

lim 6y « lim ffj = s, 

f^afl v-^eo 

lim = s, 

lu->oa • 


Pringsheiini yoxlesuigeix I, S. 
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so wird offenbar: 

lim = lim ff,/ = + cx) 

v->oc r->oo 

und sodann aucH allgemein: 

lim s = + oo . 

(Analog far den Fall lim $^^ = — cx).) 

§ 68. Bedingte und unbedingte Eon^ergenz. — 
Zusammenfallen von absoluter und unbedingter Eonyergenz. — 
Summen unendlieli rieler absolut konrergenter Eeihen. — 
ffiultiplikation absolut konyergenter Beiken. 

1. Eine Reihe von Gliedern u^, deren absolute Betrage eine divergente 
Reihe bilden, soil absolut dwerge/nt heiBen. Aus dem Satze von Nr. 2 
des vorigen Paragraphen (S. 403) folgt alsdanU; daB eine solche Icemes- 
falls absolut konvergente Reihe immerhin noch konvergieren kann, falls 
lim 0 ist, daB aber in diesem Falle der Wert ihrer Summe und die 

r->oo 

Konvergenz selbst wesentlich von der Anordnung der Glieder abhangt. 
Han nennt eine konvergierende Reihe dieser Art bedingt konvergent 
Versteht man dagegen, wie schon in § 46, Nr. 2 (S. 311); unter einer 
unbedingt konvergenten Reihe eine solche, welche unabhdngig von der 
Anordnung der Glieder gegen dieselbe Summe konvergiert, so ergibt sich 
aus den Betrachtnngen des vorigen ParagrapheU; daB die absolute Kon- 
vergenz einer Reihe sicher eine nohvendige Bedingung^fiir deren unbe- 
dingte Konvergenz bildet. Wir zeigen, daB diese Bedingung sich zugleich 
anch als hinreichmd erweist. 

Znnachst erkennt man, daB die absolute Konvergenz einer Reihe 
^u^j falls sie bei wgendeiner Anordnung der Glieder besteht, bei jeder 
beliebigen Anordnung stattfinden muB; da ja nach § 46; Nr. 2 (S. 311) 
die Konvergenz der Reihe durch Umordnung der Glieder nicht 

gestort wird. 

Pemer bemerke man: 1st die Beihe absolut konvergent^ so gilt 
das von jeder herausgehobenen Partialreihe (vgl. § 46, Nr. 3, S. 312). 

Es gilt aber auch das umgekehrte; namlich: Konvergiert jede aus 
der Beihe herausgehobene Partialreihe^ so konvergiert absolut 
Denn auf Grand der obigen Voraussetzung muB insbesondere die 
Reihe der positiven^ wie diejenige der negativen Glieder konvergieren, 
woraus dann unmittelbar die absolute Konvergenz von hervorgeht. 
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2. Urn ancli die VnverdnderlichTmt der Sumnie U unter der 

0 

Voranssetzung der absolutm Konvergenz dieser Beibe nachzuweisen, 
setzen wir: 


( 1 ) 

wo: 

( 2 ) 

Alsdann wird: 


= 1, wenn: ^ 0, 
= 0 , wenn: w,, < 0 . 


(3) 



• u 


v9 


d. h. die konvergente Reihe wird in der Weise in die Summe zweier 
konvergenter Reihen zerlegt, dafi die &-$te alle positives Terme und 
im iibrigen an alien Stellen, fQr welche ^ 0, NuUen enthalt, wabrend 
die meite in analoger Weise aus alien negativen Termen im iibrigen 
aus Nullen besteht. Jede dieser beiden Reiken ist dann nacb § 46, Nr. 2 
(S- 31 L) und § 57, Nr. 1 (S. 401) unbedingt konvergent. 

Bezeichnet man jetzt mit (wj irgendeine unbegrenzte Zablenfolge, 
welche durcb Umordnung aus der Reihe aller moglichen Zahlen 0, 1, 2, • • • 
hervorgegangen ist, so wird: 


(4) 


QO 00 00 

0 0 0 


und, da nach dem eben gesagten die Summon der beiden rechts stehenden 
Reihen von den entsprechenden in Gl. (3) auftretenden nicht verschieden 
sein konnen, so folgt, daB auch: 

00 00 

(5) 2 

0 0 


d. h.: Der Summmwert der vorgelegten dbsolut 1co7ivergenten Reihe ist von 
der Anordnung der Glieder undbhangig. 

Hiermit ist aber die schliefiliche Identitat von dbsoluter und unbe- 
dingter Konvergenz voUstandig erwiesen. Zugleich ergibt sich, daB man 
den Begriff der unbedingten Konvergenz noch etwas weiter fassen kann, 
als oben in Nr. 1 geschehen, namlich in der Weise, daB man eine Reihe 
dann wibedingt Iconvergent nennt, wenn sie unabJidngig von det* Anord- 
nung der Glieder Jconvergieri (also dime den Zusatz: gegen dieselbe Summe). 
Denn aus dieser Voraussetzung wiirde schon folgen, daB sie absohd kon- 
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vergieren mnfi: andernfalls liefie sie sidi ja nach dem erweUerten Biemann- 
schen Satze (Nr. 3 des vorigen Paragraphen) durch Umordnung auch 
divergent machen. Aus dem Umstande^ daS die Reilie absohxt konvergiert^ 
ergibt sick dann aber obne weiteres die Unveranderlichkeit ihrer Summe, 
also die unhedingte Konvergens in dem /riiheren engeren Sinne. 

3. Der Satz von der Unveranderlichkeit der Beihensumme bleibt aber, 
geradeso wie bei konvergenten Reiben mit lauter positiven Gliedem auch 

CD 

dann noch bestehen, wenn man die dbsolttt hmvergente Reihe v,^ in 
eine umendHche ATiTaM von Fartialreihen: o 


( 6 ) 


H 1" “4®^ H — *) 

+ H + + • • •) 

+ 

+ («oM + ttjM + . . . + + . . .) 

^ + 


zerlegt und sodann die Sunune der aus den einzelnen Partialreihen (Zeilen- 
sunimen) bestehenden Beibe bildet, d. h. man hat: 


00 00 00 



0 


vergiert, und dafi daher nadi dem Satze des § 46, Nr. 3 (S. 312): 


( 8 ) 




0 0 


Es Jconvergiert somit jede ZeS£ des Schemas (6) dbsdut, und es Jeomergiert 

00 

die aus den Zeilensummen: | j gebildete Beihe. Da aber ftlr jedes n: 


2 


und daher auch: 

( 9 ) 






(»•) 
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«e eo oo QD 

so konvergiert gleichzeitig j auch ih. 

0 0 0 0 
cc ce 

schlieBlich, es konvergiert ^ cibsaiM.^) 

0 0 


Urn noch die GSltigkeit der Gleichmig (7) aachzuweisen, fOhren wir 
ueben der Bezidrang (1) die folgende, analog gebildete ein: 


( 10 ) 

wo: 

( 11 ) 


f = 1> "wenn: ^ 0, 

I = 0, wenn: < 0. 


Bildet man sodann die beiden Schemata: 


fi/) . . Mj(0) + . . . (1 _ 5^(0)) . „^(0) ^ (1 _ 5^(0)) . ^(0) ^ . 

+ • « o <'> + + • • • + (1 - + (1 - + • • • 


+ » + ; 

SO entlialt das erste larder Glieder ^ 0 ; namlich alle diejeniges:; welche 
00 

die Beihe ( 01 . ( 3 )) ansmachen, wahrend das zweite aus lauter 

0 00 
Gliedem ^ 0 , namlieh den Gliedem der Reihe ^( 1 — Q-Uy bestelit. 
Infolgedessen gelten aber die Beziehnngen: o 



0 0 0 


und bieraus folgt unmittelbar durcb Addition^ daB: 

(13) ^ 2 » 1- ^ 

0 0 0 


1) Dabei sind also die Summen fur v 

0 

Glieder der in Frage otehenden Beibe aufznfaseen. 


0, 1, 2, • • • als die einzelnen 
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Sind solche Partialreihen nur in endlkher AnzaM {n + 1) 


vorhanden^ so findet man offenbar analog: 




SchlieBlich erkennt mannocb, daB anch jede Kolonne (v=0,l;2,**-) 

0 

des Schemas (6) absolut Jconvergiert^ und daB sodann: 

( 16 ) 

0 0 0 

bzw., wenn nur (n+ 1) Kolonnen vorhanden sind: 

( 16 ) 

0 0 0 

4. 1st wiederum statt der dnfackrunendlichen Reihe von vom- 
herein das meifach-unendlidie Schema (6) vorgelegt, so gilt der fol- 
gende Satz: 

Von dm drei Gleichungm: 


(17) (b) 


- u 


(Beihe der 
Zeilensummm), 

(Eeihe der 
Kolonnensummen) 


(tvo TJ eine endliche Zahl hedeuteb) ziehi jede einsielne die 
Existmz der beiden anderen nach sich^ sobald die in der 
Voraussetzung auftretende Eeihe bei Veriamcliung der mit 
ilirm dbsoluten Betragen Tconvergent bleibt. 

Beweis. Wird zunachst die Gdltigkeit von Gl. (17a) und zugleich 
00 

die Kon vergenz von : (j ^^*'5 1 -[- j j ^ 1 - j ^ ^ J + 1 voraus- 

0 

gesetzt, mit anderen Worten: Tcomergiert die Reihe (17 a) 
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absolute auch wenn man die dnzelnm Svmmandm aLs die Glieder der 
Beilie auffaBt, so ergibt sich die Richtigkeit der Grleicliungen (17 b) und 
(17 c) obne weiteres aos den Betracbtungen der vorigen Nummer, wenn 

00 

man die in Gl. (17 a) auftretende Reihe an die Stelle der dorfc mit 
bezeichneten setzt. o 

Bestebt dagegen Gl. (17b) bzw. Gl. (17 c) mit dem Zusatze, daB auch 
00 00 00 00 

bzw. I'-Sl konrergieit, so folgt zouachst aus 
0 0 0 0 

einem ftlr Reihen mit lauter posiHven Gliedern geltenden Satze (§ 46, 
Nr. 4, S. -317) die Xomergenz der B>eihe: 

0 

und somit die absolute Eonvergenz der Reibe: 

0 

falls man die einzelnen Summanden als die Glieder der Reihe 
auffafit. 

Alsdann ergibt sich aber wiederum aus den Betrachtungen der 
Yorigen Nummer, daB die Summe dieser letzteren Reihe mit jeder der 
beiden Summen (17 b) und (17 c) identisch sein muB, womit also der 
oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. — 

Hebt man insbesondere dasjenige Resultat heraus, welches sich auf 
das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen (17 b) und (17 c) bezieht, so 
erhalt man den folgenden Satz^ welcher gewohnlich schlechtiim als der 
Cauchy sche DoppelreihenscUg^) bezeichnet zu werden pflegt: 

Konvergierm alle Zeilen des Schemas (6) und hUden die 
Zeilensummen eine Iconvergente Beihe mit der Summe U, so 
gilt das gleiche von den einzelnen Kolonnen und von der Beihe 
der Kolonnensummen^ sobodd die Konvergens der eimetmen 

1) Die Benennung ist in Wahrheit nicht korrekt: denn es handelt sicli in 
GL (17 b), (17 o) gar nicht urn Doppebreihen in dem ublichen nnd spaterhin (s. § 62, 
Nr. 2) noch ausfdbrlich zn erCrtemden Sinne, Tielmehr mn solche SnnunationB- 
anordnnngen der zweifach-nnendlichen Zahlenfolge (6), die wir passender als ite- 
rierte Eeihen bezeichnen. Da sich aber die obige Benennung des betreffenden 
8atzes aUgemein eiugebiirgert hat, so woUen wir sie bei gelegentlicher Zitierung 
•desselben beibehalten. (Der Satz findet sich in Cauchys Analyse algibrigm [1821], 
p. 641 =« Oeuvres (2), T. m, p. 444.) 
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Zeilen und der cm dm Zedensummm g^nldetm Bathe erhadim 
lieibt, wenn man die durdt die ahscdutm Bekage ersetet.^) 

5. Aus dem Hanptsatze der Toiigen Nammer ergibt sich noch der 
folgende anf die Moltiplikaidon zweier absolut konrergenter Beiben be- 
zfiglicbe, als „Gaudiysche MuUiplScaiionsreg^^ bekannte Satz: 


00 00 



vergent, so giU fikr ihr Prodidd die Beeiehung: 


(18) wo: + 

0 


und die Beihe der Tmvoergiert absolut, atuili tvenn man derm 
eingelne BestandteUe u^ als Eeihenglieder auffafit. 

Seweis. Bildei man diejenige Doppelreihe^ welclie aus (6) entsteht^ 
wenn man setzt, also: 

■ 'i«o«oi + l«i®ol + --- + l«M®ol + 

+ I Mo®! I + 1 «!»! J + • • • + I I + 

(19) ' + 

+ i«0®rl + 1%«»I H + 

^ + ; 

SO ergeben sick mit Bflcksicht darauf, daB auf Grand der Yoraassetzaug 
die Beihen 2\‘*>v\ Jconvergieren, dorch Snmmation der Zeilen die 

Ansdrdcke: 


0 0 
nnd als Summe dieser letzteren Beihe: 




0 0 

Darans folgt weiter, daB das Schema 

«o®o + “i»o -I b «M®o + 

+ **0®! "I" + 

+ 

+ Mo»,, + -1 h + 

+ > 

1) Dabei steht es selbstverstandlicli frei, bei der Formnlierong des Satzes 
„Zeil6n** -and ^Eolonnen** za TertanBcben. 
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41» 


welches ja die ifeifewsummen 17- •••, U- r,., • • • und als Summe 

der aus diesen gebildeten Reihe das Resultat U • V liefert, seine Kon- 
vergenzeigenschaffcen behalt, falls man jedes Glied durch seinen 
absoluten Betrag ersetzt. Alsdann ergibt sich aber nacb dem Satze der 
vorigen Nummer unmittelbar die Richtigkeit der Behauptung (18) durch. 
Summation nach Diagonalm. 

§ 59. Kriterien fiir effeTcUve, d. h. eTentuell nnr bedingte 
Konvergenz. — Altemierende Breihen. — Abelsche Transformation 
und daranf bemhende Konyei^enzkriterien. ~ Biricbletscbe 
Beiben. — Eln Orenzwertsatz. 

1. Wir wollen eine Reihe, von der nur soviel feststeht, daB sie wier- 
haupt Jconvergiertj als effehtiv konvergent bezeichnen: eine solche Reihe 
kann dann mSglicherweise aisolut divergent sein, sie braucht also nur 
bedingt zu konvergiermi. 

Es entsteht nun die Frage: Gibt es aUgemeine Kriterien, um die 
effektive Konvergenz einer Reihe zu erkennen, falls deren absolute 
Divergenz bereits feststeht oder wenigstens ihre absolute Konvergenz 
nicht ermittelt werden kann. 

Diese Frage ist aber zu vemeinen, und zwar nicht nur in dem Sinne,. 
daB es bisher nicht gelungen ist, Kriterien von ahnlicher AUgemeinheit 
wie fur absolute Konvergenz und Divergenz aufzufinden, sondem mit dem 
ausdrticklichen Bemerken, daB diese Moglichkeit durch die Natur des 
fraglichen Problems wohl als ausgeschlossen erscheinen durffce. 

Einige besondere Palle, in denen sich die effektive Konvergenz einer 
(mSglicherweise absolut divergenten) Reihe wirklich allemal feststellen 
laBt, soUen jetzt naher betrachtet werden.^) 

2. Fur sogenannte altemierende Reihen, d. h. solche, deren Glieder 
abwechselnd positive und negative Zahlen sind, gilt der folgende Satz: 

Ist ^ > 0, lima^^O, so konvergiert die Beihe 

eo r-^oo 

^ (— I)' • fly, also die Beihe: 

0 

"" H H — <^2v+l + • 

n 

Beweis. Setzt man wiederum allgemein; ^ (— so wird: 

0 

(1) =^3^0”^ + ^“-’^S+’’* + + l 

1) Ein weiterez Fall, der an die Lehre von den nnendlichen Prodnkten an- 
knupft, findet sich § 85, Nr. 3. 
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Da jede Elammergrofie ^ 0 ist^ so erkennt man^ dafi posiiiv ist 
tind mit wacliseiiden Werten von m niemah ahnimmt Insbesondere 
hat man: 

(2) 

Bringt man sodann den Ansdmck (1) anf die Form: 

(^) ®3m + l ^0 "" (^k "" %) ““ ^m + l J 

so folgt andererseits, dafi fdr jedes m : 

Man hat also: 

^0 ^ ^Sm+l ^ 

nnd da 3,^^^ monoton ist, so mufi ffir w— >-00 ein bestimmter Qrenz- 
wert existieren, etwa: 

(5) lim32,^^i*=3 (wo ofifenbar: a0 — 

fft-yao 


Da feraer: 


80 ergibt sich, daB ancli: 

m<^0Q m-^eo m>>eo 


8 


wird, d. h. man hat allgemein: 

(7) lim3„«»s, q. e. d. 

n->«P 


3. Hiemach ist z. B. die liatmoiusche Beihe mit alierniereaden Yoiv 

ao • 

zeichen — Jcomergent and zwar hedingt, divergiert. 

1 1 

^rigens t-ariTi man die Snmme dieser Beihe mit Hilfe der firtlher ab- 
geleiteien Beziehong (§ 34, GL (7) imd (13)): 


( 8 ) 


n 

lim ( ^ 4* ~ “ J* (d. h. endlich md bestimmt) 


1) Man kann mit Benfltznng des in Ungl. (S) nnd (4) enthaltenen PtinzipeB 
etwas kSzzer anch fblgendermafien scUieSen. Es ist: 

«.+, (»,+i - »«+» + ••• + (- 

tmd, da die Slammergrefie offenbar wesentlicb positiv ist: 

I I * ®i» + l **» + 2 -{“ * * " “I" ( 1)^ + ^ ^ ®ii+l ’ 

sodafi also | | durch Widil von n hdiehig Jclein wird nnd somit die be- 

treffende Beihe Jcwwergiert. 
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leicht bereclmen. Man findet namlich durch identiscbe Umformnng: 


2in 


2 

1 


(-ly 




3m 


1 1 
3m m 

(^T - lg2»») - (2^- lg«») + lg2 


1 1 
(wegen: lg2j« — lg»* — lg2') ond hieians far m 


oo : 


( 9 ) 


2 


(-ly 




-Ig2. 


Die oben bewiesene Konvergenz der altemierendei/ Beibexi isi be- 
senders geeignet^ um erkennen zn lassen, daS das Ma^ der GliederabnahTne, 
d. h. die QeschtmndigTceit, mit welcber die absoluten Betrage der Glieder 
bei wacksender Stellenzahl der NuU znstreben^ fiir das Znstandekommen 
einer ledingten Konvergenz ohne Belang ist. Denn die Reilie^(— 
Tconvergiertj wie langsam aueb die a, abnehmen mogen, sofern dies nnr 

dberhaupt monoton geschieht (so ist z. B. Convergent). Dagegen 

ist gerade die Monotonie der Gliederabnahme fiir die Gdltigkeit des be- 
treffenden Konvei^enzsatzes unnm^nglich notwendig. Man darf also 
nicht etwa — analog wie bei der absoluten Konvergenz — schliefien^ daB 
gleichzeitig noit der Reihe ^(—1)^ • a^ (wo: lima^ — 0) auch 

die Eeihe JS(r~ 1)*' ' \ TtonvergUrt, sofern nnr lini — — 1. Setat man z. B. 
far v-» 1, 2, 3, • ••: 

(10) f * 




+ i + (— i) 




also ffir ft — 1, 2, 3, • • • : 


(11) 




SO hat man lim — — 1, wenn gesetzt wird, folglich die 

Bieihe ■S'(— sicker Jeonvergiert. NiekisdieBtowemger divergiert die 

Beilie 1)*”^ * denn es eigibt sich: 




6 , 


y2;t+l — T/a^4-2 
*'• (V2?-l)(l/2^ + l) 

! 

(y^+i- i)cy2F+i+i) 


ft 


( 12 ) 
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4. Ein ^berans brauchbares Hilfsmittel zur Abscbatzung gewisser 
Snmmen liefert eine von Abel beirubrende identische Umformung; welche 
wir schlecbtbin als dit Ahdsche Tramformation^) bezeichnen werden. 
Setzt man: 

(13) «0 + ®1 H 1- =• (v =-0, 1, • • •, «), 

also: 

(14) ®0 ” ^0 > ®» “■ ~ K-l (** — 2, • • •, ») , 

so wird: 

n n 

= MjFj + (^» “ ^r-l) 

0 1 

n n 

*= 

1 1 
.« n — 1 

0 0 

und es ergibt sieb daber scbliefilicb: 

» «— 1 

(15) =2(“, - w.+i) • 

0 0 

als die oben gemeinte TransformatiozusfonneL^) 

Dieselbe hann offenbar nnter TTmstanden znr Beurteiliing der Eon- 


vei^enz einer tmendlicben Beibe von 



dienen®), wenn 


1) Sie wird Ton anderen aucb partuHle Summaiion genannt. In W^heit lassen 
sicb wobl aile bekannten SS.tze nber lediglicb effective Eonvergenz anf diese Trans- 
formation zurdckfohren. Dies gilt z. B. ancb von dem Saize in Nr. 2 uber alter- 
nierende Reihen (vgL Nr. 6). 

2) Znweilen ist es zweckmafiig, der Gleicbnng (15) die folgende Form zu geben; 

n n 

^VUyV^ — «»+l) • F, + «»+! F.- 

0 0 

Dabei kann die (anf der linken Seite der Gleicbnng ja gar nicbt vorkommende) 
Zabl wiWcUrlick angenommen werden, da die einzig damit bebafteten 

Glieder der recbten Seite, namlicb — ^n+i^n +**n+il^n gegenseitig 
anfbeben. 

3) Iflt die Beibe absohft konvergent, so gilt das gleicbe von der Reibe 

Bofezn die nur derBedingnng genfigen, nnter einer endlicben Scbranke 
zn bleiben (vgl. S. 318, Fnfin. 1). Etwas analoges findet offenbar nicbt mebr statt, 
wenn nnr hedingt konvergiert. 
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die beiden rechts auftretenden Ausdrticke bestimmte Grenzwerte fiir 
n — ► oo besitzen. Alsdann Y?ird: 


(16) 


n«>-aa 


und man erkennt hieraus, daS die Reihe sicher honvergierf, werm 

“ 0 

die Reihe * V^. Jconvergiert und lim eine bestimmte 

ZaM (inkl. 0) Yorstellt. Hierzu ist aber hinreicJiend: 

CO 

1) DaB — ^<y+i) ahsolut konvergiert und die absoluten Be- 

0 

trage der (v = 0, 1, 2, • • •) stets unter einer endliclien Grenze 
bleiben. 

2) DaB auBerdem 

entweder: (a) lim = 0 (in welchem Falle dann die keiner 

n<>os 

weiteren Bedingung zu geniigen brauchen); 

lim (d. h. von Null verschieden) 

n-^oo 

lim = F (d. h. endlich inkl. 


oder:^) (b) 


(d. h. im Falle (b) moB die Reihe g®radeza hmvergieren, 

0 

-wahrend sie im Falle (a) anch innerhalb endlicher Grenzen oseU- 
lieren darf). 


1) Man bemerke, daB in bezng anf limu, infolge der Annabme 1) wirklich 

n->ee 


stets dner YOn diesen beiden F3.11en eintreten Da namlicli: 

n-l 

0 

so erheischt schon die effektive (also um so mebz die ahsohde) Konvergens der Belbe 

ae 

— Wy. i) die Existens eines bestimmten Diese letztere Bedingung 

0 n-^-oo 

ist dann umgekehrt anch hinreichend fUr die effective, aber nock nicht fur die 

eo 

absolute Konvergenz you 
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Ln Falle (a) folgt dann axis G-L (16): 

00 00 

(17a) 

0 0 

im Falle (b): 

00 00 

(17b) + M • F. 

0 0 

Dabei konvergiert die reehts stebende Beihe auf Grand der gemacbten 

00 

Annahme absoltU, also auch unledwgt^ wabrend far die Beihe 

0 

aus GL (17a) oder (17b) lediglicb die effeJdive (moglicherweise also rnir 
b&lingfe) Konvergem in der durch die Indices vorgeschriAenen Anordmmg 
erscblossen werden kann 

Man kann dieses Besultat zu dem folgenden Satze zusammenfassen : 

00 CO 

Isb dbsolut und effeJctiv konvergent, so 

0*0 

konvergiert die Beihe ^Ju^Vy fsiim mindesten in der durch die 
0 

Indices vorgeschriebenen Amrdnung. Dies giU im Falle lim = 0 
00 »■>« 

auch dann noch, wenn innerhalb endlicher Grenzen oszilliert. 
0 

5. Die zur Gultigkeit dieses Satzes erforderliche Bonvergenz der 
00 

Reihe ist sicher dann vorhanden, wenn die eine mono- 

0 

tone Folge bilden nnd lim nickt unendlich ist. Denn aus der letzteren 
»'■>* 00 

Annahme folgt zunacbst die effektive Konvergenz von^^(Wy — und 

0 

diese ist dann eo ipso eine absolute, da die Differenzen {Uy — u^^-^ wegen 
der Monotonie der u^ durchweg ^ 0 oder durchweg ^ 0 sind. Man ge- 
winnt auf diese Weise den folgenden Spezialsatz: 

00 00 

Ist konvergent, so Jconvergiert u„v^, wenn die 

0 0 

die Fdge der u„ monoton md lim nicM unendlich ist. 
00 ^■^* 

Ossilliert innerhalb endlicher Gremsen, so konvergiert 
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^ Wy t?y, Monoionie der u^. noch die Bedingung lim = 0 

0 

hinzukommt 

Man erkennt leidit, da£ der in Nr. 2 bevriesene Satz fiber die Eon- 

00 

vergenz einer Reihe von der Form: 1)’' • a^., wo: 

0 

lim — C als spezieller Fall in dem zweiten Teile des eben ausge- 

»->oo 

sprocbenen Satzes entbalien ist. Man bat namlicb nnr zu setzen: » a^.j 

to 

= (— 1)*', wobei dann ^ in den Grenzen 0 und 1 oszillieft. 

0 

Zngleicb aber gewinnt man auf diesem Wege die folgende Yerallge- 
meinerung des Satzes von Nr. 2: 

ist limay-=0, belidng yanzzaJiUg, so 


hmvergiert ^ (— !)”*» - wenn ^ 1 )*”^ zwiscJien endlichen 

0 0 

Grenzen osziUiert^ d. h. fcdls die Differenz zwischen der Anzahl 

n 

der m (— I)*"* • as, mfhaUenen posiHven und negativen GUeder 
0 

fur jedes noch so grofie n mmeri&sh unter einer gewissen positiven 
ZaU Ueibt.^) 

00 

6. Wenn — w^.+il Iconvergiert, so ist die von lim 

V->-00 

0 

eine zwar Mmreickende, aber Jceineswegs nottcendige Bedingong fOr die Kon~ 
00 00 

vergenz Yon^(u^—u^^^)^V,., Vielmebr: wie sehwach anch | 
0 0 
Tconvergieren mag, so gibt es ja stets nocb schwacher Tcomergierende 

00 

Reiben, d. b. Ttmvergente Reiben ron der Form: F,, 

0 

■wo: lim F", = -j- oo (§ 49, Gl. (9), S. 332; GL (13), S. 333). 

r->oo 

Hieraus folgt aber^ dafi die Transformationsgleicbung (16) aucb dann 

00 

nocb zur Erscbliefiimg der Eowoergem dienen kaun, wenn 


1) Dieae Bedingimg ist hinreiehend, aber nooh keinesfalls notaendig (s. Ni. 6). 
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zwar eiffmilich divergiert oder innerhalb unendlicher Grenzen oszil- 

0 

liert, sofem nur lim | j ledigKch in geeigneter Weise unendlich wird. 

V-^60 

Wir woUen diese Eyentualitat far den Fall positiyer, monoton gegen 
NuU konvergierender etwas naker nntersuchen. Alsdann mag gesetzt 
werden: 

(18) «,= ' 


M. 


(•wo M,, wiederum die fruhere typische Bedeutimg liat, d. h. 
lim = oo), sodaB Gl. (16) die folgende Form aimimmt: 


(19) 




- M, 




n + limw- 


0 0 

Man kann nun kier znnachst eine sekr einfacke tuid an die Glei- 
cknng (19) sick auBerst beqnem anschlieBende notwendige Bedingung fttr 

ao 

die Konvergem yon angeben. Setzt man namlich in § 45, S. 309, 

0 

GL (15): Uy = 6,. so ergibt sick die Beziekung: 


( 20 ) 


lim 




0 


als nottoendige Bedingung fOr die Konvergenz yon • Darnack 

findet man also mit KQcksickt auf GL (19) zunackst folgendes: 

90 

Ist^ UberJiaupt Tconvergent und Vq+Vi + 


so hat man dUemal: 


( 21 ) 



^ -^v+i _ 

^ 31 M 

I’ + l 


und die Konyergenz dieser letzteren Eeike zieht andererseits diejenige 
00 

yon ^ nack sick. 

0 ^ 

Nun Ttonvergieri nach § 49, S. 333, GL (13) (wenn man daselbst v 
durob V + 1 arsetzi) die Eeibe mit dem allgemeinen GKede: 


X+riif; 


ffir jedes (noch so Heine) p > 0 . 



§ 69. Kriteriea fur eventuell nur bedingte Konvergenz. 


Daraus folgt weiter, daB auch. noch die Beihe mit dem allgemeinen Gliede: 

M 

^+1 ^ ‘-j-- / o_\ „ 




(Ig fiir jedes (nocli so groBe) 2 ? > 0 


Jconvergiert. Man erkennt dies ■onmittelbar, 'wenn man setzt: 

. cig JK y - . M2! 

’ KtiK*' K*' 

and beachtet, dafi der letzte Faktor recbts fQr v — *■ cxi den Gbrenzweri; 0 
besitzt (s. § 38, S. 240, GrL (2)). Bringt man also das allgemeine Glied der 
in GL (21) recbts anftretenden Beibe auf die Form: 








wo: 0<d<l, pdoo, 


so ergibt sicb, dafi die iragliclie Beibe sicber Tconvergiert, venn der letste 
Faktor mmeriseh unter einer enilicJien Qrmae hleibt, d. b. wenn: 

(22) Km ■ — - < oo 

bei irgendeinem Werte '9' < 1 nnd 2 ? < c».^) Man findet also den fol- 
genden Satz: 

eo 

Fur die Konvergensi der Beihe iUdet die Be- 

0 

ziehung (20) eine notwendige, die Beziehung (22) eine hin- 
reichende Bedingung, 1st die letztere erfudt, so Iconvergiert die 

OQ 

Beihe mindesten in der dutch die Indizes vorgeschrie- 

0 ^ 

henen Anordnung gegen diesdhe SummCy wie die unbedingt Icon- 

-r. ^ + -rr 

ver genie Beihe ^ 

7. Scbreibt man in dem eben gefondenen Besultate mji statt 
wo p > 0 nnd w,.; also ancb geradeso wie monoton ins Unend- 

liche wacbst, so nimmt die in zahlentheoretischen Untersnclinngen 

liaufig vorkommende, gewohnlich. als Birichletsche Beihe bezeicbnete Form 


1) Man bemerke, daB alsdann die notwendige Eonyeigenzbedingnng (20) eo vpso 
erfullt ist. 

Pringslieiin, YorleBiULgen I, 3. 
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Die notwmdige Konvergenzbedingung (20) geht alsdann un- 


xnittelbar in die folgende fiber: 

V 

n->eo 



0 , 


die hif^eichende (22) (wean man beachtet, daB: (Igw,*)^’ -= 

and die Bedingaag (22) darch Maltiplikatioa mit dem endli<^en and tou 

Nall Terscbiedenen Faktor nicbt alteriert wird) in die folgende: 


(24) lim — , — — - < 00 , wo: = 

n^» m* ■ 


Himraas folgb scMiefilich nocb, daB die Beibe ^ bei jedem noch so 


Meinen p > 0 konvei^ert, wenn die Bedingang (24) schon fBr A 0 er- 

fiUli ist; and daB das gleiche beztlglich der Beibe ^ gilt, wenn 

die Bedingang (24) f&r A>- 1 bestebt. Hiernacb ergibt sicb also nocb der 
folgende speziellere Satz: 

Fur die Konvergene der Bedie ^ ~~ Im. ^ 6c» 

jedem noch so Ueinen Werte q> 0 ist hinreichendj dafi: 


(26) 


lim 


wnd mm hat sodmn 


< oo bzw. lim 


|F„! 


n-».» 


< oo, 




8. Als eine weitere n&tzlicbe Anwendang der AJbdsdun Transfor- 
mation wollen wir nocb den folgenden Gbenzwertsatz beweisea: 

Ist (a,) sine bdidnge Zeddenfolge, dioergmte BeOie 

mit positken, niemods mnehmenden Gliedern mit dem Grenevoert 



Null, edso; 

flO 



, lim d, — 0, d,, — + 00 

r->« 


vnd seUd man: 

1 


n 

n n 

(27; 

II 

> 

^d, = s„, ^g,d, = 5,, 


1 

1 1 


so ist: 


(28) 


lim ^ — lim 

n-»-oe fi-^eo ^ 


folk der reehts stehmde Grenmert eine bestimmte ZaM ist. 
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Beweis. Mit Bentitzung der Abelschen Transfonnation hat man 
(s. S. 416; FuBn. 2): 


(29) 

Sn "2 +1 

und daher: 

1 

(30) 

1 

Ersetzt man 

in 6L (29) a, durcli 1, also A, dnrcli v, so folgt: 

(31) 

tt 

«n 4+l) + 

also: 

1 


«»-«<*, + ! . 


nnd es geht die Gfleichung (30); wenn man diesen Ausdrack dem ersten 
Gliede der rechteu Seite als Faktor hinzofflgi; in die folgende fiber: 



j 

1 






Urn anf den rechts zweimal anitretenden Qnotienten den Grenzwerir 
satz ni yon § 37; Nr. 3 (S. 229) anwenden zn kQimen; hat man nnr zn 
zeigeU; daB die im Nenner stehendO; mit wachfiendem n niemals ab* 
nehmende positiye Snmme fCbr n oo selbst ins IJnendliche ^chst. 
Nun ist aber nach Gl. (31): 

n % 

^ V(d^ — d^+l) = »« — « <*n+l 
1 1 

also fdr jedes m<Cn: 

n m 

1 1 

tmd daher (wegen: lim = 0): 

n-^co 

n 

- + °0, 

n->eo 

da ja infolge der Direi^^z von ^d,. doroh Walil too m belieb^ 

88 * 
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groB gemaclit warden kann. Somit findet man mit Bendtzung des oben 
erwiOmten Grenzwer^satzes: 


(33) 


(dy + 1) 

lim 

1 


lim 

«->-00 





n->-oo 


n 


} 


sofern der letzte Grenzwart uberhanpt existiert, FaJlt derselbe iiberdies 
endlich aus^ so yerschwindet fur n — oo das letzte Glied der recbten Seite 

Ton 6L (32) (da ja - * — < 1), nnd man findet somit, wie behanptet: 

«■»■» *n »-y» ** 


§ 60. Genanere Untersacliiing der WertTerSudemngeii 
bedingt kouTei^enter Belhen. 

1. Wie in § 57 gezeigt wnrde, laBt sich jede led/rngt konvei^nte 
Beihe anffassen als herrorgegangen aus der Yereinignng eweier dwergewter 
Reihen^a,, nnd nmgekehit kann man dorck passende Ein- 

sckiebnng der Zablen — 6^, — — 5*, • • • in die Reihe der Zahlen Oi, 

Oj, Oj, • • • eine iedingt Jcmoergente Reihe mit vorgesdmebener Stmme oder 
auch eine divergente Reihe erzeugen. 

Urn den Einfinfi der G-liederomordmmg anf die Summe einer soldhen 
Reihe etwas genaner festznstellen, TroUen wir znnSchst den besonderen 
Pall betrscbten, dafi 5, = a, (ffir v =■ 1, 2, 3, • • •). 

ao 

Sei also: ^^>0, lim imd Ordnet man znnachst 

V->00 

jedem posiUven Gliede das entsprecbende negatwe zu, d. L bildet man 
die Beibe: 

^ ) 

SO komergiert dieselbe offenbar gegen den Wert 0^ in Zeicben: 

eo 

( 1 ) 

Oder anders gescbrieben: 

V V* 

(2) lim (^* — ^^G^ =» 0 fiir: v' = v — 1 nnd v = v. 


1) Das ZeichezL [a;] bedeutet, wie scbon bei Mberer Gelegenheit die grOfite 
ganze Zahl, die ^ x. 
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Jetzt waJile. man zwei imbegrenzte Folgen bestandig wadisender natHr- 
licher Zahlen p,, Ps, • * -), • • •) und bilde ms den Gliedern 

(0> (“O — genan wie beim Beweise des Eiemannscben Satzes in 
§ 57, Nr. 2 (S. 403) — die folgende unendlicbe Eeibe: 

(S) - 

1 1 ft+l «1+1 Pr-1+1 + l 

Oder, mdem num noch Po ^ kSrzer geschrieben: 


(3a) 


” / Py «r \ 

2 { 

1 1+1 «y-l+l / 


Bezeiclmet man die Summe der ersten [i Glieder (jeden einzelnen 
Sammanden ± als ein GUed gerecbnet) mit so ist insbesondere: 

wenn: !>,>«„ 


Ity+l 




P»+l 


2. Angenommen, es sei nim: 


(P) 


lim s, 


'1>V + «V 


s (wo s eine bestimmte Zahl), 


so folgt zunachst nnr soviel, daB die Beilie (3) gegen die Summe s Icon- 
vergierty wenn man je eine Gruppe Ton Summanden: 


( 6 ) 


( Py N 

— 1 + 1 1 + 1 ' 


als ein Glied der Beibe auffaBt. Dabei wird also: 


( 7 ) 


lim 

v-^oo 


\|»y — 1+1 fly — l + l / 


= lim jI, — 0 . 

v-^eo 


Bedeutet dann ft eine bdieiige svji^hen und p^ + liegende 

ganze Zahl, so bat man ojffenbar: 

l»l»— 1 + 1 

i»»-l+l 
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lim 


p. 


und daher: 

(d) 

falls: 

(10) lim ^ a, “ 0. 

Eommt also die Bedingong (10) noeh zu der Bedingnng (5) hiitza, so 
Tumvergiert die Beihe (3) aacli g^^ die Somme s, wenn mao die einednen 
Summaaideii ± a, als die Qliedet der Beihe auffafit. 

Pv 

1st dagegeo lim X, d. L von NuM versehieden (endlich oder 

J>1»— 1 + 1 

unendlich grofi); so ossstHiert die Beihe (3) in den Ghrenzen s und s L. 
Sie l^t sich dann aber zu einer Jconvergentm machen^ wenn man noch 
die Summanden ± imerhalb der eituselnen Qrwppen in passender 
Weise anordnet. DaB dies allemal moglicb ist^ zeigt eine ganz analoge 
iCfberlegung, wie die beim Beweise des Biemannscben Satzes ange- 
steUte, wenn man nur berfLcksicbtigt^ daB lim =* 0, lim = 0. — 

X->-00 V->00 

Bestebt andererseits Jceine Beziebung yon der Form (5)^ d. b. ist ent- 
weder lim =“± ^ +«, +« Toneinander 

yerscbieden^ so divergiert ofPenbar die Beibe (3). 

3. Die Stmme bzw. die Konvergenz oder Divergenz einer Beibe von 
der Form (3) blmgt also wesentlicb ab yon der Bescbaffenbeit eines ge- 

Pv «r 

wissen Partialrestes der divergemen Beibe ^ , namlicb; bzw. 

Wy + l J>»+1 

fOr v-*- oo. Die XTniiersochang soldher Partialreste laBt sicli aber in 
Tielen Fallen mit Hilfe des folgenden Satzes rerein&chen: 

M: > 0, 0 ,' ^ o*, so wvrd: 

Pv Pif 

(11) lim ^Sa^i' — lim (wo: lim«, = oo), 


«» + ! 


«»+! 


1) Daraus folgt dann yeimOge der Beziehnng (7), dafi auch: 


(10a) 


lim «x = ^ 

ny— 1 + 1 


wird, und nmgekehrt zieht auch diese letztere Gleiobnng die Gleichong (10) nach 
sidi. Die Konvergenzbedingung (10) bzw. (10 a) ist sicber allemal exfiillt, wenn jede 
Gliedezgmppe Ay znm mindesten die eme Gkhttnng von Gliedem (d. h. entweder 
die positiyen oder die negativen) in stet» uinier evner festen Schranke bleibender An- 
zahl enthait. 
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fatts emer dieser Oretmoerte eine lestmmte ZaM 0 vor^dU 
Oder tmatMich grofi toird. 

1st: o, > 0, aj -< a^, so toird: 

Pv Pr 

(12) lim a,' — 0 , f<Ms: lim a, < oo . 

>-►00 r->M 

n^ + l ii> + l 

1st: a^, so wird: 

Py Pv 

(13) lim ^2a^'-=oo, /’aBs; Im ;> 0. 

ir<>ao «^aa 

*V +1 

Beweis. Man hat: 


«»+i 


(14) 


Pv Pv 


*hr + l 


«V + 1 




•*y + 1 


Venn die Meinste, G, die grofite nnter den Zahlen — t&r x ^n^ + 1, 

», + 2, • • •, j), hedeutet. Ist non o*' ^ a^, so wird lim g^ — lim 6r, — 1 , 
nnd daher: *'*’* 

Pt Pv 

lim ^eo'^=»lim (Gfl. (11)).^) 


»iv+l 


»V + 1 


1st a/ -< a., so wird Jim 6r, » 0 nnd daner anch: 


lim 5^o;-0 (Gl.(12)), 

^ »»+i 

wenn «n<er einer endliohen Zahl bleibt. 


ny+l 


1) MaxL kann dieser Gleichung auch die Fonn geben: 

(lla) 

1l|r + l »*V fX 

Dies ist ohne weiteies klar, falls jene Grenzwerte endUch nnd wm Null verachieden 
ausfallen. Die Bichtigkeit der Formel (lla) bleibt aber anch bestehen. Jails jene 
Grenswexte versehwinden oder tmendUeh grofi werden, wie unmittelbar erkannt 
wird, wenn man IJngL (14) anf die Form bringt; 
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1st dagegen a' >- a^, also, lim « oo, so wird: 


iim V^a; = oo (GL(13)), 

Pv 

wenn iiber einer positiven Zahl bleibt. 


nv + l 


4. Der soeben bewiesene Satz lehrt^ daS der Gfrenzwert eines solcben 


Pv 

Partialrestes nnd somit die Summe der Beihe (3) gar nicbt von dem 

speziellen Bildungsge§etze der fiir enMidie Werte von Xy sondem ledig- 
licb davon abbangt, in welcher Weise die fiir jc —► oo der Null zn- 
streben. XInd wenn es nnr geUngfc, zu einer divergenten Reilie eine 
moglichst einfacb konstmierte; monoton ins IJnendlicbe wachsende Zahlen- 
folge von der Besobaffenbeit anzngeben^ dafi: 


(15) 




(d. b. es braucht fur Jceinen endlichen Wert von x die Gleichung 
ZU besteben); so findet man unmittelbar (Gl. (11)): 


(16) Iim V.a, = Um = 


ny + 1 


ny +1 


falls der letzte Grenzwert existiert, oder, anders gescbrieben (Gl. (11a)): 


( 16 a) 

»y + 1 

and man gewinnt auf diese Weise ein Mittel zur zweckmaBigen Berech- 
nung des fraglicben Grenzwertes. 

Man bat z. B. (§ 38, S. 247, GL (35)): 

(17) i^]gx-lg(* — 1), 


( 16 ) 

und daber: 

(19) lim (§37,S.234,G1(30)), 

y->o# ^ r->oo "y \y->«o 

ny + 1 
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Femer ist identiscli; 

1 

JIf.e - JV,? = 

1 ..M — - JL ^ 

-M. 


Ist non ^ N^, so wird (§ 37, S. 236, GL (37)): 


und dalier: 

( 21 ) 


lim 

x->eo 



9 









Setzt man jetzt: M^ = x, — » — so folgt: 


( 22 ) 

nnd daher: 
(23) 




Ura 

*y+l 


— lim(p,e — «,e).*) 

Q r->ee 


5. Die &leiclitingen (19)^ (20) imd (23) lassen unmittelbar erkeimeii, 
welchezL Bedingongexi die genugen mOssen^ damit die Grenzwerte 
der betreffenden Partialreste endlich tmd von NtM verschieden ausfallen. 


bzw. Null Oder mencRieh grofi warden. So wird lizn 

y->oo 



fh+1 


nacliGL(19) 


1) Man hatte dieses Besnltat anch xmxnitlielbar ans dez jrdher beWiesenen 
Beziehimg (§ 51, S. 349, GL (32)}: 


n 


n-^eo 



1 



yiQ) 


berleiten kdnnen^ indexn znan n die Werte pv, vh beilegt und die entsprechenden 
Gleicbnngen Yoneinander sabtrahiert. 

Das analoge gilt bezdglich dez Gleicbnngen (19), (20) nnd dez Beziebungen : 




irJJSrE;-'*'”} 


(b. § U, S. 208, Grl. (13) nnd § 61, S. 347, 61. (28)). 


n 
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dann und nur dann einen hesiimmten yosiiivm Wert besitzen, wenn 

p 

lim —I « > 1 ist. Man erzielt dies, wenn man z. B. setzt: 

(24) «,=-n-v, 

wo j>, n zwei positive game Zahlen bedenten imd p>n ist. Alsdann er- 
gibt siob: 


(25) 





Oder, anders gescbrieben (s. 6L (3a), (4)): 


(26) 


1 \p(v-i) + l n(»— 1) + 1 / 


Dabei 'kowoergiert diese Beibe, aucb wenn man die einzelnen Summanden ± ~ 

als deren Glieder anffaBt, da: lim ^ ^ lim *dso die 

Konvei^enzbedingung (10) eifOllt mt. 

Bntte man jp < n angenommen, so wtbrde sich nach GL (4) der Grenz* 

wert: — lim ~ — Ig il als Samme der entsprecbenden Reihe er- 

J>r+1 

geben haben. Da aber — Ig-^ « lg~, so kann man sagen, daB GL (26) 
aucb fOr < » gdlt^ bleibt. Da dies Qbrigens offenbar aucb fbr jp n 

der Fall ist (wegen: Ig— — Igl’-iO), so VaTm man folgenden Satz aus- 
sprecben: 


Bedeuten p, n ewei belUMge posiHve game ZcMen, so restd- 

tiert eine konvergente- Beihe mit der Stmme lg^> werm man 

00 00 

auf je p Glieder der Beihe^» je n Glieder der Beihe'^* (— 
foigen Idfit. i * i * 

6. Da bei einer Anordnung der eben betracbteten Art allemal der 
LogariSums einer raHonalen ZoM, also eine besondere Form einer Irroctionod- 
s<M zum Yorscbein kommt, so entstebt nocb die Frage: Wie sind die 
ganzen Zablen p ^, zu bestimmen, damit eine beUdng vorgesehridbene 
raHonaie oder irraMonode Zcdd s als Somme der zngdiSrigen, aus den 

Termen + — zu bildenden Beibe resultiert? 
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Nach Gl. (19) hat man, wenn $ erne beli^ge positive Zahl Torstellt: 


lim ^3— = s fallfl: lim — =>€*. 


Da nim ofPeubar: 


^_i!l ^ j gjgQ [£•_*] 


(wo wiederam das Symbol [x] die grSfite in x enthaltene gauze 7ftb1 be- 
deutet); so wird d» obigen Forderung genbgt, wenn man setzt: 


(29) 

d. b. man hat: 


[C-v], n^-v, 


lim 




Oder, wenii man die linke Seite als unendliche Beihe schreibt: 


2 { 


I \[e«.(v-l)] + l / 

Um die Summe —szu erzeugen, hat man lediglich in 61. (29) und 
zn vertauschen^ nnd man erhalt auf diese Weise: 

«> / C«*-v] \ 

(32) 

1 \ [.*• (»-«] + ! / 

wie ja hbrigens anch ohne weiteres ana Gil. (31) herrorgeht. 

Dieses Besnltat MSt sich noch in folgender Weise yerallgemeinem. 
Es seien q^, (x 1, 2, 3, • > •) zwei Zafalenfolgen von der Bescbaffen- 
heit, da3: 

g, > 0, Hm q^ = q, d. h. endiich umd von NuXl verschieden, 

je->go 

wahrend die nur der Bedingung zu gentigen haben, dafi ihre absolnten 
BetnLge stets unter einer endlichen Grenze bleiben und + rj^ durch- 
weg von Nidi verschieden ausfsUlt. Alsdann hat man: 

H 1 

um i — « — 5 

X->00 Sx ■ * H” 2 


^36 ^ * 


1} Die Konvergenz dieser Eeihe ist ohne weiteres evident, da jede Glieder- 
gruppe nnx ein negatives G-lied enthSIt — s. die Fnfinote zn Gl. (10). 
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Daraus folgt aber mit Beniiizuiig des Satzes ia Nr- 3 (GL (ll)j und der 
Gleicbungen (30), (31): 

eo / Ce*.r3 \ 


CO / [e-.r] 

2 ( 


1 N[c*-(v-l)] + l / 

Oder, wenn man nock s durch qs ersetzt: 

Hiermit ist aber die Aufgabe: Aus den Gliedem zweier dirergenter 

so do 

Beihen ^(— &<) hedingt hmvergmte Beihe mit vorgeschm- 

^ ^ 1 
hener Summe a zu bilden, far den speziellen Pall <= 6* = — — - 2 — voU- 

standig gdost (wabrend der Biemannscbe Satz des § 57 nur die Mcisteng 
einer solcben L5snng erweist). 

7. Audi die bereits in Nr. 4, GL (20) tmd (23) bahandelten Bei- 
spiele: == tmd a = sollen noch etwas genaner betracbtei 

xlgx 

werden. Da —^— (0<p<l), so folgt ztumchst aus 

Xlg* X X X 

dem Satze von Nr. 3 (GL (12) und (13)), daB diejenigen Anordnungen, 
welehe aus den Gliedem ± eine Tcoweergeate Beibe mit IdiMger von 
NvM versdiiedmer Svmme erzengen (GL (26) und (31)), bei den Gliedem 
± — ^ eine solcbe mit dmr Stmme NuU, bei den Gliedem ± -Ar ein* 

X Jg X x' P 

nacb ± oo divergiermde Beibe berrorbringen. 

fr 

Im abrigen erkennt man aus GL (20), daB: lim einen he- 

n^ + 1 

stiamten jposUiven bzw. negatioen Wert besitzt, wenn lim ^ esnstiert 
und > 1 bzw. < 1 ausMlt. Setzt man z. B.: *** 

(35) jj, =• v^, », = v**, 

wo wiederum p, n zwei positive ganze Zablen bedeuten, so wird: 


1^+1 




(36b) 
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Daraus folgt, dafi man eine ionvergente JReihe mit der Srnnme Ig ^ erhalt, 

eo 

wenn man anf je vP (v = 2, 3, 4, • • •) Glieder aus der Beihe ^ ■ iT i g i. 

“ s 

-I/" Glieder aus der Beihe ^ - ) folgeu laBt. (NB. Man erkennt 

2 ^ ® vP 

leicht, dafi die Konvergenzbedingung (10): lim — = 0 wirklieh 

erfuUt ist.) IJnd man kann dorch eine ganz analoge ModifikatioU; wie 
in dem zuvor betrachteten Falle =* ± eine Beihe mit beliebig vor- 
geschriebener Summe s erzeugen. — 

Was schliefilich den Pall: =» (0 < (> < 1) betrifiPb, so lehrt 

Gl. (23), da6: lim hochstem dann einen endlichen Wert besitzen 

kann, wenn: 

(37) 

Machen wir nun dieee Yoiaussetzung, so geht GL (23) mit BenEtzung 
Ton (21) in die folgende fiber: 

p* 


(38) 


lim ^- 1 ^ = 1™^ 

y-Veo X ^ O.. 




y-»-oo X 

«v + l 


' lim 

y->oo n 


1-9 


) 


♦->00 Py 

Damit dieser Ausdmck einen voi^eschriebenen positiyen Wert $ an- 
nimmt, ist notwendig und hinreichend, dafi: 

(39) •»/-«, 

und dici^er Porderong wird offenbar geniigt, wenn man setzt: 

(40) = v, A == V + [s • (wegen: lim - - f =* l) . 

Durch diese Wahl von jp^, wird dann allemal eine Jconvergente Anord- 
nung der Glieder ± mit der Summe $ definiert. 


1) Diese anf der speziellen Yoraussetzung basierende Gleichung (aber 

niehi die dllgememere Beziehiing (23)) lS.6t sich -weseiitlicb kurzez herleiten. Man 
bat namlicb: 


Pv 


2^. 

fly + 1 


> 

< 


Py — »r 


,1-7 


worauB far osmittelbar Gl. (38) hervorgebt. 
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1st s rationdl, etwa s =• ^ -P' 2 positiv and ganzzahlig), tmd 

1 — p wo r eine positive gauze Zahl ^ 2, so nimiat die Rela- 
tion (39) die Form an: 

(41) - M, Si • w/ , 

t * 

und sie wird ofifenbar auch befriedigt, wenn man setzt: 

(42) «, = (2 • vY, p, = (g • vY -)rpv . 

Danach ergibt sicb: 


(43) 



/ (q^y+pv 

■ 2 ( 2 

‘1 \(g(i— l)y+jp(v- 






(arr 

- 55 

Diese Anordnungin Gmppen-4j., welcbe ofPenbar aus je (v— -l)'‘)+jp 

positiven und aus je — (v — ir) negativen Summanden besteben, ist 

1 


aber noch Jceine Jconvergenie in den einzelnen Summanden ± ^ • 
man hat hach GL (38): 


Denn 


(44) 


(j’f 


2 

to(»-i)r+i 


J_ ( gof — (go — Df 
a* 




also: 

(45) 



faUs: r > 2, 
falls: r — 2, 


sodaB also die betreffende Beibe in den Gfrenzen (— nnd oo| bzw. 
fv V \ Va / 

(Y rmd Y -j- 2gj oseiUierf. Man kaan dieselbe indessen zn einer Tcomer- 

genten macben, wenn man innerbalb jeder Grappe Ay znnacbst anf je em 
posiHves Glied je em negaHves nnd sodann den nocb vorbandenen 'Ober- 
scbuS Ton p positiven Gliedem folgen laBt. Denn die Summe der letzteren 
bat offenbar ftlr v — »• c» den Grenzwert NuR, und das gleicbe gilt 
daber (wegen lim J^>=0) Ton der Snmme der dnrcbweg negativ ans- 

V->oo 

fallenden ^ ‘(y —{v — 1)'') Gliederpatxre, welcbe mit jenen p Gliedem zu- 
sanunen die Gmppe Ay bilden. 

8. In dem bisber betracbteten FaUe einer aus den Gliedem der beiden 


Beiben a^, (— aj zusammengesetzten bedingt konrei^enten Beibe 
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lieB sich geradezu die SummaUon dieser letzteren auf die Bestiinmimg des 
Grenzwertes eines Partialresies von der Form lim zurtickfaliren^ 

«y + l 


weil sich hier jede nock so grofie endliche Anzahl von Gliedem g^en 
die entsprechenden Glieder — forthebt. Dies findet ofPenbar nickt 


mehr statt, wenn an die Stelle der Reihe^^(— aj eine solche mit 
“ 1 

anderen Gliedem: ^ (-— 6 J tritt; und es liegt anf der Hand^ daB, bei 
1 

jeder Vereinigung der Glieder (— zu einer konvei^enten Beihe^ 
die Summe dieser letzteren ganz wesentlich von dem Werte jedes emsdnen 
Snmmanden ^ ^^9 ““ ^ 5 ? • ‘ * abhangen wird. Da- 

gegen laBt sicH zeigen, daB die Wertveranderung s, welche diese Summe 
bei Umordhung der Glieder moghcherweise erleidet, allemal wieder duroh 
den Grenzwert eines gewissen Partialrestes darstellbar ist, und daB die- 
selbe somit auch wieder nwr von dem Yerhalten des Absolutwertes der 
Glieder bei unendUch noachsendem Index abh^gt (vgl. Nr. 3). 

Angenommen^ es liefere eine bestiinmte Anordnung, bei welcher auf 
jPy positive Glieder jedesmal negative Glieder (— treffen, eine ge- 
wisse Beihensumme s, sodaB also: 


( 46 ) 

w&hrend eine andere Anordnung, bei welcher posUiven Gliedem nj ne~ 
gatioe entsprechen, die Summe s' ergeben mag, also: 


( 47 ) 

so findet man: 


{2 2 ^*) “ 


(48) A-s'-s-lim(Jl5.-Jj:6.) 


lim 




V+1 
V 

.-lim 


Hir + l 


weim: 

wenn: 


Man IrftTiTi ^0 die WeriverSndentngf welche die Beihensumme s beim 
tTberganga zn der Anordniu^; (47) erleidet, lereehnen, wenn es geling^ 
den Grmewert des Pcaiidlrestes (48) lei geg^mem n,, n/ lestmmen; 
umgekehrt kann man eine Anordm/ng mit lelidbig voreusckreHender Sum- 
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menandenmg A lierstelleii, wenn es gelingt, solche n/ aiis/indig m 
machen^ f'Sr welche jener Fartidlrest den Gren^wert A besitzt. TJnd man 
kann sctlieBlicli im letzteren Falle anch geradezn eine Anordnung mit 
hdi^ng vorsiuschreibender Summe s' angeben, wenn nocb $, d. h. die Summe 
der Reihe lei irgendeiner lesHmmten Anordnung bekannt ist. 


Betraehtet man z. B. eine Reibe ron der Form wo 

* 1 

die monoton gegen Null abnehmen nnd divergiert, so ist die- 

1 

selbe in dieser Anordnung stets ledingt hmvergenU ihre Summe sei s. 
Ordnet man jetzt positiven Termen negative zu und bezeicbnet die 
zugeborige Summe mit s'^ also: 

(49) = 

V ->00 ' 

so kann man zunacbst s in jede der beiden Formen setzen; 

Pv 

(50) s = -lim 

1 1 1 1 
und findet daber, weim etwa p^>n^\ 

(51a) s'- s' 


Wy + l 
J>y 


K->CO 


ny+1 


aj»y 


y->-oo 
^ »ny 


9n„ 


«benso, falls !?.<«,: 

(51b) s'— s «= — ilim 

* r-yw 

ip, 

Wird also s als "bekantit voransgesetaA, so batte man^ •urn eine Aa- 
ordnnng von der Fonn (49) mit beliebig vorgesekridmer Somme s'-® tf 
zo erziden, lediglicb p^, », so zu bestimmen, daB: 

iPr 3n, 

(52) ^ + "o' ^ ^ 5 ®x “ 


2 fly 


2py 


1} Dabei ist in der letzten Suznine der Bequemlicbkeit balber 2ny statt 
2«y + 1 als nnterer Index gescbrieben, was offenbar obne weiteres gestattet ist, 
da die hieiin Hegende Hinznfagung des Summanden wegen lim =» 0 fBr 
den betreffenden Gxenzwert belanglos ist. ^ 
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Nimmt man z. B. speziell also (§ 59, S. 415, Gri. (9)): 


(53) s=^(_iy.i=lg2, 

SO wird (s. 61. (19)): 


(54) 




s + 4- lim ^ — 

2 fly 

2ny 

s — 4" littt ^ — 


Spy 


lg2 + ylg (j™ “ ylg (l™ 


Hieraus ergibt sich, dafi die harmoniscbe Reihe mit altemierenden 
Vorzeicben die Wertverdnderung — Ig erleidei^ wenn man posi~ 

tivm Gliedern negcdive zuordnet, also insbesondere die Werfcverande- 
rung wenn man setzt: Py^p*v, =* w-v, d. b. wenn man anf 

je p positive Glieder je n negative folgen l^t. (Man bemerke die Spezial- 
f alle jp==4, w=l urdj)=»l,w««4, welcbe die Wertverdndemng ± Ig 2, 
also die Svmmen 2 Ig 2 nnd 0 liefem.) 

Urn eine Reihe mit vorgescfwieiener Summe 6 zu erzengen, bat man 
lediglicb jp,., so zu bestimmen, dafi (Gl. (54)): 


(55) -^lg(lim^) =>(?, also; 

und man geniigt oSenbar dieser Forderung, wenn man setzt: 


(56) 




bzw, « 1 / , 


falls: <y>lg2, 
Wy « [46“*'''!/], falls; <y<lg2. 


Die Reibe wUrde dagegen nacb + oo diyergieren, wenn man p^ >- 
annimmt, z. B. indem man setzt: p^ ^ n^^v. Da in diesem Falle 

2^y— jPv-i = 2v — 1 wird, so bestebt die entsprecbende Gliederanordnung 
darin, dafi man der Reibe nacb auf 1, 3, 5, • - ■, (2v — 1), • • • positive 
Glieder immer je ein negatives folgen lafit. 


§ 61. Cber numerische Bereclmung nnd Transformation 
nnendlicher Beihen: Die Methoden Ton Euler und Eummer. 

1. Sind die Glieder einer konvergenten Reibe mmerisch gegeben, so 
kann man durcb numerische Addition einer binlanglicb grofien Auzabl 
von Gliedern die Summe der Reibe naherungsweise berecbnen, und man 
kann auch den Orad der ermdten Annaherung hmdeilen und eventuell 

Fringsheini, Yoilesangen I, 2. 2d 
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auch noch erMken, sobald es anfierdem gelingt^ den Wert des vemach* 
lassigten Iteihenrestes in bestimmte Grenzen einzuschlieBen. Diese theore- 
tische Moglicbkeit erweist sich aber in der Praxis als Tollig iUusorischy, 
wenn die zn summierende Reibe verhaltnismaBig langsam konvergiert, da 
in diesem FaUe jede anch nnr nennenswerte Anx&henmg eine unertilLg- 
lick langwierige Recbnung ergeben wiirde. 

Betracbien wir z. B. die Reibe: 


(1) 


wo: 

( 2 ) 

SO bat man: 

(3) 

nnd daber: 

(4) 





It m 





«+l 


*+1 



<s<d,+ 


1 

M 


Nimmt maxi also beispieUweise n 1000, so wtirde man hieraus zu- 
naohst nor soTiel erbennen, dafi die Summation der ftlr die Praxis ge- 
radezn enormm Anzabl Ton 1000 Qliedem*) eine Snnupe liefert, die 

um weuiger als enter s liegt, die also immerhin schon in der drittm 

DezimalsteLLe nm eine Einheit eu JHein sein kann. 

Dieses Besnltat ^fit sich mm freilich noch einigermafien veriessentf 
■vrenn man neben der zuTor gefimdenen dberen Stdmmke fhr den Wert 
des Bestes auch eine entspreohende untere Schranke bestimmt. Man 
findet nSTnlidh nach Analogie Ton UngL (3): 

(5) **» 1) (t ~ 7+t) “ n+I> 

*+1 0+1 


and didier neben Ungl. (4) die folgende: 


( 6 ) 




n n(n + 1) ’ 

sodaB sich aus der Yerbindong Ton TJngL (4) and (6) ergibt: 


( 7 ) 


s-s« + 


«■ 


n n(n + l)’ 


1) Man verBUcbe nnr eimnal, etwa 80 GHeder der obigen Reibe zu summierenl 
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wo %• zwischen 0 und 1 liegt. In Worten: Ersetzt man s durch + 
so erhalt man zwar einen zu grofien Wert, der begangene Fehler ist 
aber kleiner als • Falle n = 1000 wird dieser Fehler kleiner 

als ^qq£qqq f ©r kann also, da dieser Bruch sehr nahe an li©gt, 

immerhin noch auf die 6^ DezimalsteUe EinflnS fiben. Man erkennt 
hieraus, daB auch bei diesem verlesserten Verfahren die erzielte Genauig- 
keit in keinem rechten Yerhaltnisse zn dem erforderlichen Bechnungs- 
aufwande steht, und dafi der letztere geradezu ins TJngeheuerliche wachst, 
wenn man eine merklich grofiere Genauigkeit erzielen will. 

Hiemach erscheint es begreiflich, dafi die Reihentheoretiker sich 
von jeher vielfach mit der Auffindimg von Methoden beschaftigt haben, 
welche es ermSglichen, langsam konvergierende Reihen in schndler kon- 
vergierende zu transfcrmierenx die beiden einfachsten dieser Methoden, 
die von Euler imd Rummer herrtihren, sollen jetzt erortert werden. 

2. Wir fahren zunachst die folgenden Bezeichnungen ein^): 

a,+i = = Ao, (v = 0, 1, 2, •••) 

Aa, — Ao,^.i == A*a, 

A* a, — A® 0,^.1 = A* a,. 


A”a, — A"o,^.i ■= A”+‘a, 



Konvergiert mm die Beihe l)’'-gy, wo a,$0, gegendie Summes, 

SO hat man: o 


( 9 ) 



und findet somit dureli Addition dieser beiden G^leichnngen: 


2« -«»+ 2 (-ly •(».-«.+!), 
0 


1) Man bemerke, dafi hier das Zeiohen A Tceine ZM, also in der Verbin- 
dung Aov hemen FaMor, sondem eine (mit dem vorzunehmende) (^eraHon Tor- 
stellt. Dem entspzeohend bedentet A** keine Fotenz, sondem die n-malige Wieder- 
holung der OperaHon A (also n keinen Faponenten, sondem einen Index), 

20 * 
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Oder mit Benutzung der Bezeiclmimg (8): 

00 CO 

(10) 2(_1).. _ s_ ia. + 1 

0 0 
*00 00 

Da die tier auflretende Beihe^ (— 1)’' • Aa^ sich Yon^v (— 1)*' • 

0 0 

nur dadurch rmterscheidet^ dafi aa der Stelle von steht, so findet 
man dnrch Anwendung der namlichen Transformation zunachst: 

OO 00 

2 (- 1)' • “ T Afflo + y2 ‘ 

0 0 

und durch Einfahrang dieser Beziehung in GL (10): 

00 

(11) s = Yao+|iAa, + -|2(-l)’’- A>a,. 

0 

Wendet man dieses Verfahren auf GL (10) im ganzen n mal an, so ge- 
langt man offenbar za der Formel: 

00 

(12) s=|a„+iAao+Y^*«.+-+^A«ao+^.2(-l)».A"+\, 

0 

wie man dnrch den SchlnB von n anf (n + 1) noch genauer feststellen 
kann. Dnrch Anwendnng der Transformation (10) anf das letzte Glied 
von GL (12) ergibt sich namlich nnmittelbar: 

00 

(13) s=|ao+iA(»o+YA^+-"H-^A-+>ao+2;i^-2(-l)’'-^"^*«^' 

0 

d. h. wenn die Pormel (12) fiir ein bestimmtes n gilt, so bleibt sie anch 
giiltig, wenn man n dnrch (n + 1) ersetzt. Da aber die Richtigkeit der 


1) Hierans folgt, wenn die nnd Aoy positiv sind nnd inonoton obTtAmen, 
dafi allemal: 

^ 1 
> 2 

^ ^ I ^ A 1 

< Y«o +yAao 

Und wenn man a, dnrch ersetzt: 


8n 




■<1 ®8n ^®2n + l • 



Nr. 8. 


§ 61 . Die Transformationsmethoden von Enler und Knmmer. 


441 


Formel (12) ftir w 1 erwiesen ist (s. 61. (11)), so gilt sie liiemacli 
for jedes n . Hierzu sei noch bemerkt, daB aus der Voranssetzung lim = 0 

v-Vao 

offenbar stets folgt: lim « lim «= 0, tmd somit, dnrch fort- 

T->oo V-^eo 

gesetzie Anwendung dieser Schlnfiweise, f(ir jedes «: 

(14) lim A" a, =■ 0. 

v>>eo 

8. Die Transformationsformel (12) erforderte zu ihrer Herleittmg 


keine andere Voranssetzung, als daB (— 1)' • a, ionvergieren mnSte. 

0 

Wir nnterwerfen jetzt die a„ der Beschraoknng, posiUv zn sein nnd mo- 
noion gegen den Grenzwert 2Ml abzunehmen, also: 

(15) a,>o,+i> lima, = 0. 

Daraus folgt dann zunachst, daB durebweg — > 0 und 

lim Aa^ = 0 wird. Wir woUen aber waiter annelmien, daB auch die Aa^ 

monoton (nnd dann selbstverstandlick gegen Nnll) abnebmen, also: 

(16) Aa, > Aa, , lim Aa, =• 0 ; 

y->oo 

nnd wir woUen scblieBlicb. diese Annahme dahin ansdehnen, dafi fOr jeden 
Wert von n: 

(17) A"o, > A“a,^.i >0 (v = 0, 1, 2, • • •) 
sein SOU and daher: 

(18) 0 < A»a, = A»-‘a, - < A»-io, < • • • < Ao, < o,. 

Infolge der dber die a„ bzw. A’a, getrofEenen Festsetznngen liefert 
non DL (12) die beiden Ungleichnngen: 

>iao + i.A(*o + |5-A»flo + --- + ^*A»ao 

"^*0 "i" ”l“ ■gs * ®o H" ' “ "i" "ga+T ■ "gn+T 


(19) s 


Oder anders geschrieben: 


( 20 ) 




<S 

> s -p+i • A^+^Oj. 


Da 0 < A"+^Oo < a, (Qbrigens A"+*a, mit wacksenden Werten von »* 
nacb Dngl. (18) monoton oimimmt), so lebren die Dngleiehnngen (20), 
daB deren linke Seite fiir n — > oo in eine gegm Me Summe s Tton- 
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^ergietBU/idB Bi6ili6 dbergeht, und xnan erlialt auf diese Weise die an- 
gektbidigte EulcTSche TTai^ormcttiof^OTin^ 

» « 

(21 J s « 2? C- 1)' * »v * T^o + i ‘ 

0 1 

Setzt man sodann: 

n 

(22) s - yflo + i ■ ' 

1 

SO ergeben sich zur BeurteilTing des Restes aus Grl. (12) und (13) die 
Beziehungen: . 

(23) 


< 

> 


2»+i 

— . 

2« + s “ **0 • 


Dieser Rest ist also (selbstverstandlich) grower als der erste der weg- 
gelassenen Glieder^ aber immerhin Ueiner als dessen Zweifaches. 

4. Beispiele. 1) Die zu transformierende Reibe sei die folgende: 

00 

(— 1)* • deren Summe, -wie Mher gezeigt wurde (§ 59, Gl. (9)), 

den Ig 2 darstellt. Da Mer: o, = — r- 7 ) so wird: 

° » v + i’ 

4 4 4 

A*o,, 


» + 1 » + 2 (» + 1) (” + 8) 
1 1 


1 • 2 


(*+!)(» + 2) (»-j-2)(v + 8) (i'+l)(»'+2)(»f + 8) 


A*o. 


1 • 2 • • • n 


(»» + l)(v+2)- • •(» + ♦»+ 1) 

(wie man leicht durch den SchluB Ton n auf (« + 1) bestatigt). Infolge- 
dessen hat man: 


A" a. 


n + l 


und Bomit: 

2»+»(»+i) 

Setzt man hier: 

n 

(25) Ig 2 = (sodaB also dem in Ungl.(23) entspricht)^ 

1 

so wird: 

I <: ' 


( 26 ) 


> 


(n + l) . 2” 

1 

(ii + 1) . 2» + i 
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Nimmt man z. B. n » 20 und beaohtet, dafi 2* ^ 16 2® 16* * 266 
also: 2*««512, 2^® — 1024>1000 nnd daher schlieBlich: 2*®> 1000000^ 

«o wird: y»o< 8 i ooW > Summation ron 20 GHe- 

dem eine rerhSltnismSSig groSe Am^herung eizijdt wird (beiHufig be- 
merkt eine grofiere, als wmm man in der prsprOnglicben Tt.AiV»? 10 Mil* 
lionen Glieder summieren wQrde^}). 


2) Eg werde geseizt: a, — sodaB die Reibe^^ (— I)” 




resnltiert, welche gewShnlich als die Leibnizscbe bezeicbnet wird.*) 
Man bat bier: 


.11 2 

iv + i^ (,^v + i)iiv+S) 

A*/.. ? ? 2 ■ 4 

(2V + 1K21- + 8) (2» + S)(2v+6) (2*-fn)^,^8)(2» + 6) 


4 • • • 2m 


2* • n! 


(2«>-f-l)(2y-|-2)- -(Sir-j-SM + I) (2*' + l)(2ii.|-3).-.(2»-4-2M-f-l) 


und daher: 


2" • Ml 


“ "0 1 . 8 • ■ •(2m+ 1) 

Hiemacb ergibt sicb: 


(27) ^»( 2 {^■^^8.6 -.(2».fl)} 

“ T { ^ + T + sTs + • • ■ + |t| r! « + 1 ) } + »■« » 
wo: 

/ i-2-(m 4-1) /I xx+i 

„ ^ 8 . 6 -( 2 m- 1 - 8 )^V 2 ; 


(28) r. 


1 1.8.-(m+1) 1 2.8— M+1 

^ 2 ■8.6. -(2m+ 8)“’ 2 ■8.6— 8M-t-l 


8 m 4 . 8 ^( 2 ) 


l\»+i _ 1 _ 
2/ "2m-)-8 


5. Die Knmmersche Transformationsmethode knapft nT»ni*fa»lKttr an 
den beim KunmerBchen Sinwergenthriterium aufixetenden Ausdruck an: 


1) S. die Foflnote zu GL (10). 

2) Hire Sninme fat, -wie gich ip&ter ergebea wird, gfafah wo « die soge- 

luuxnte Ladolfeohe Zahl, d. h. die MaBzahl fOr den balben Umfiuig Frefae ff 
mit dem Badins 1. 
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(29) 

(b. § 54, S. 379, FtiBn. 1). Angenommen, man habe eine Folge positiver 
iZablen so bestimmt, daB lim einen bestimmim positiven Wert be- 

* v-^co 

sitzt. Man kaxm dann ohne merklicbe Bescbrankimg der Allgemeinbeit 
speziell: 

(30) limA^-1 

V-^ea 

setzen. Denn, wwe fCLr irgendeine Wahl von B^ zunachst: lim » A, 

»»->00 

wo A posiUv ond von 1 verschkden, so braucht man das nrsprtlnglicb ge- 

JB 

wahlte B^ nur dutch B^ =* -~ zu ersetzen, damit der fragliche Grenz- 
wert = 1 ausfallt. 

Sind nun die (ztiin mindesten von einer bestimmten Stelle ab) 
durchweg gldchbezeicknet, so folgt aus der Bedingung (30) auf Gfnmd 
des Knmmerschen Kriterinms allemal die Kcnvergens der Eeibe 
und zugleich die Existenz einer Beziehung von der Form: 

(31) lim B,, • tty «- a, 

r-^oo 

wo a eine iesHmmte ZaM mit EinscJdufi der Ntdl bedeuiet (s. § 54, S. 379, 
GL (7) nnd Fu£n. 1). 

Sind dagegen die a„ mit bdiehig wecdiseJnden Torzeichen behaftet, so 
woUen wir die (wenn ancb nnr ledingte) Kom'ergenz der Beibe so- 
wie die Existenz der Beziehung (31) ansdrQcldich vormssetzen. * 

Ans Gl. (29) folgt sodann: 

(32) - 5,0, - 0,^.1 

nnd daber, weim n irgendeine bestimmte Zabl ans der Reibe 0, 1, 2, • • • 
bezeicbnet: 

00 00 

« n 

also mit Berdcksidbtignng von GL (31): 

00 

(33) ^ -» B,a„ — a . 

n 

Diese Gleichung liefert ofifenbajr ein Mittel zur armiSiernden Abschatzung 
00 

des Bestes^rOy. Denn da die 1, ffir binlanglicb grofie Werte von v sicb 
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hdiebig wenig von 1 xaitersclieiden^ so ist zu vermnten, dafi for sehr grofie 


Werte von n die Surnme 
untersclieiden wird. « 


von ^ 


^1. 


In dieser etwas vagen Form ist freUiclx mit der eben gemachten Be- 
merkung nicbt viel anznfangen. Dieselbe^ fQbrt aber zn prSziseren nnd 
praktiscb brancbbaren Besnltaten, v^enn wir die nnd ^gi^eren 
BeMngrmgen nnterwerfen. Es seien etwa fdr v ^ die durcbweg 
posiUv nnd die momim guneJhmend, also: Alsdann bat 

man offenbar: 


(34) 



<^-^0, (da: i<Y v>n), 

n 

00 


so<1a3 die Gleichtmg (33) die Bezieliimgen liefert: | 


(35) 





In gleicber Weise ergibt sich, wenn die fOr 1 / ^ n monoto/6 '•hnehmen: 


(36) 








Da X^ fdr einen einigermafien grofien Wert von n verbaltnisma£ig nahe 

00 

an 1 liegt, so erscheint der Rest durch UngL (35) bzw. (36) tr 


entspreeJiend enge Grenem eingeschlossen. 

Beispiele. 1) Sei o,— also -= “ diesem 

a , - 

Falle (nSmlich dUemal, wenn lim = 0) die Bedii^ung lim A, = 1 

y->oo l^->-oo 

am einfacbsten in der Weise befriedigen, dafi man lim » 1 oder ge- 

T ->00 

radezu *= 1 annimmt. Bei dieser letzteren Wahl wird bier: 

« 1 — ^ monoion gtmelmend)^ 

sodafi die TJngleichnngen (35)^ wenn man nocb bertlcksicbtigt^ dafi 
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a =» lim 0 wird, die folgenden Beziehnngeii liefern: 

*-►00 

m 2 t, 

« 

deren noeite offenbar etwas selbstrerstSadliches ausst^, wSbrend die erste 
aach auf die Form gebraeht werden bnn; 



( 88 ) 


vl nln 


«+i 


2) SO liefert die Annahme: B^=‘V’lgv den A.n8- 


druck: 




V •IgV 


(v-j-1) lg(l^ + l) 


(§ U, S. 207, 
UngL(3a)), 


nnd es wird also wiedemm lim X, 1. Da die X, monoton sunt^men und 
« m 0 zu setzen isi, so folgi (mit BenQtzung der ewaten TTngleicbung 
in (39)) aus Dngl. (85): 


(40) 




^ (n + l).lg(n+ l) 


> 


1 


liTT- 


Die zweite dieser Ungleiohungen l&Bt in sehr anscbaulicher Weise er- 


kennen, toie cmfierordenUuA lomgsam die Beike ^ konrergiert. 

Da n5mKob (§ 34, S. 206, Gl. (1)): ^ 


Ig n -> Ig 10 • log n < 3 • log n 


(wo logn den Briggschen Logaritbmus von n bezeicbnet), so folgt aus 
TTngL (40): 


(41) 



1 


> 


n 


£ 

3 


1 

logn’ 


Nimmb man aLso fOr n eine ZaU an, die ans einer 1 und MiUim Nuttm 
bestehi, so wird logn 1000000 und somit der fragliche Best immer 

noch grSfier als sodaB die Summation der yorangehenden 

enormen Anzahl von Gliedem den walaren Wert der Beihensumme noch 
nicht einmal auf 7 Dezimalstellen genau angibt. 
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6. Die Gleichung (33) kann auch onmitielbar dazu dienexi; Tim die 
00 

summation der Beihe a, auf diejenige einer merUtieh $din^er hon- 

H 

vergierenden zortlckziifahreii. Bringi: man nSmlich OL (33) anf die Form: 


0 - (-B.ffl, - a) 

fl 

SO ergibi sich znr Addition der Identitat; 




(42) ^ a, = (5„o, — «) (1 — K) ' ®»- 

It n 

Dabei Teomergiert in der Tat die rediis stebende Beihe starker ale die or- 
sprtinglicbe, da lim (1 — A,) — 0. 

Diese Transformationsmetbode besftzt ofPenbar eine erkMich grofiere 
JMgemeitAeU, ale die znror betrachiete Enlersche. Ancb gestatiet sie, 
durch hdi^ng oft wiederhoUe Anwendnng die Konvergeng der zu snin- 
mierenden Beihe immer weUer m verstarken. Die einzige Schmerigkeit 
besieht dabei jedesmal m der passenden AustoaM der JB^, nnd hiermit 
sind zngleich die Gremen ftlr die prakHsche BrcauMarkeif dieser Methode 
angedentet. 

Beispiele. 1) Es sei: a. — Setzt man sodann: B^ = v, so wird: 

und^ da wiederaxn: a »» lim » 0, nacb GL (42): 


( 48 ) 




1 

»*.(»+ 1) 




1) Wie bei spftterer Gelegenheit gezeigt werden wd, ist: 
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Wendet maa die entsprechende Transfomiatiozi auf die recJds stehende 
EeiRe an, so ergibt sich (wenn man setzt): 


^ ^ 2* + 1) (»> + 2) 

1 1 

und, wenn man dieses Yerfahren im ganzen n mal in der Weise wieder- 

holt, daB man noch der Eeihe nach « yv, =* — v, • • *, B^^ 
setzt: 

00 00 

(44) + + 2). ••(!> + «) 

1 1 

Oder, anders gesolirieben: 


(45) 




»+l 


(y + l)(» + 2)---(»>H-«) 


2) Setzfc man: Oy««(— sodaB fttr v=l,2,3, •• • dieschon 
in Nr. 4 betrachtete Leibnizsche BeXhe resultiert, so wird: lim « — 1. 

v-^-oo 

In diesem und in jedem analogen Falle (d. h. wenn die Zahlen mit 


dUemierenden Yorzeichen bedeuten uud lim 


^r+l 


M-y I 


1 ist) gendgt man 


offenbar aUemal der Bedingung: lim X, » 1, wenn man setzt: 

r-^-oo 


(46) 5, “ 4-, o3er ekcas aUgemeiner: — v-®/? ^ J? ' — 1. 

Wahlt man etwa JB, = 4-, also: -= « — lim B^a^ = 0, und: 

^ * r^flo 

» 2r^2»>+l/ 2r+l' » 2«-+l> 

80 eigibt sich: 

(47) 

1 1 
Durch. iiochmalige Anwendung dieser Transformation fOr: 


1 

/2*- + l 

l2*'+8. 

(2k + 1).(2k — 1)' 

2 

\2o — 1“ 

^2*+l 

(2k+«).(2k + 1), 

1 

^,. + 1 

2k- 1\ 


2 

\2v — 

^2v+i; 

4k* — 1 
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erhalt man: 


(48) 


imd, frenn man jetzt 


1 iv + l 

2 ■ 2 »- 8 


setzt nnd nochmals traaeformiert: 


(49) ^ ( 1 )” • 2v_ 1 “ 3 9 ) ‘ 

Diese letztere Beihe ist bereits so stark konrei^ent, dafi die Sum- 
mation Ton nur vier Gliedem den Wert der Beibensumme schon auf 
4 Dezimalstellen licbt^ liefert (man findet auf diese Weise: 

4s =.* = 3,1415...). 


Kapitel IV. 


Unendliehe Doppelreihen mit reellen Dliedem. 


§ 62. Doppelreihen und iteiierte Beihen. — Sonrergenz nnd 
Divergenz einer Doppelreihe. — Beziehnngen zirischen einer 
Doppelreihe nnd der ans den Zeilen* bzir. Eolonnenreihen 
gebildeten iterierten Beihe. 

1. Wir haben ein zwei&ch-unendlicbes Schema you der Form : 


( 1 ) 


ttoW -f «iW -t- h m 4») + . . 

-I- + «!<*> H h + • • 

+ •» . . . 

+ H f- + • • 

• + 


bei frilherer Gfelegenheit (§ 46, GL (18), S. 316 und § 68, QL (17), S. 410) als 
eine unendUche anfge&Bt, deren einzebae Glieder wiederum tmentd- 
Kche JReihen sind (nEmlioh die Zeilen bzw. KcHonnen des Schemas). Die 
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Abschnitt IL Sap. IV. Unendliche Doppelreihen. 


Nr. 2 


eines solchen Schemas in dem gedachten Siniie wnrde als- 
dann dargestellt dutch eine der Beziehungen: 


( 2 ) 


eo 00 «> «> . 

22 /als AbkQmtng ffir: 

' ft ft ^ 


\22 ^als Ahkteung ftlr: 2 ( 2 <% 

^00 ^ 0 0 ' 

Zor deutlicheren YeTanschaalichtmg der bierdturcli angedeateten Gfrenz- 
flberg^ge 'WoUen trir mit 5^”) die Samme aller deijenigen Glieder be- 
zeichnen, welcbe in dem von der (»+ 1)*“ Zeile and (ji + 1)*~ Eolonne 
abgegrenzten Abschnitte des Schemas (1) entbalten sind, also: 


( 3 ) 



+ 1- 

+ H h 

+ 

+ UjW + + • • • + 


Alsdaan bat man ofienbar: 





(Reihe der ZeiZensuznmen) 





(Beibe der JToZoMMmsummen). 


2. Diese leizteren Beziebangen fObren nan anmittdbar daraaf bin, 
die j^immaiion^ des Schemas (1) nocb in anderer Weise aafzafassen, 
mbnlicb, indem man nacb dem Gtrenswenrte der eweifac^nendluAm Z<Men- 
folge 8^\ dem ,J)<)pp^me^* in dem Mber definierten (§ 40, Nr. 1, S.254) 
aligemeinen Sinne fragt. Bel dieser Aa&ssungsweise bezeiohnen wir das 
Schema (1) als unendliehe Doppelreihe and nennen diesdbe honvergentt 
wenn lim als bestimmte ZcM existiert. dann etwa: 

(5) UmflfW-Sf, 

so heiSt S die Summe der un^ndlichen Dogp^eihe (1), was wir dutch die 
Schreibweise ausdrtlcken wollen: 


(«) 


<’-«•*) 


1) Wfijcen die Anfmgswerte der Indizes v verschiedene Zahlen, etwa ii^ 
imd , BO wtLrden wir die Stunme der betreffenden Doppdbceihe duroh das 
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In jedein anderen Falle hei&t die Doppdrethe divergent nnd zwar 
eigenUich divergent^ wexm: 

(7) lim 8^^^ — + ^ bzw. = — oo ; 

meigentlich divergent (oszUlierend, unlesbimmt), wenn tlberhanpt kein 
endlicher oder mit hestimmtem Voreeichen unendlicher lim existiert. 

Auch in diesen letzteren Fallen bedient man sich gelegentlich der 
zwar nidit gam korrekten, aber lequemen nnd zu Mifiverstandnissen keinen 
Anlafi bietenden Ansdmcksweise: SleSumme der Doppelreihe (in Zeicben: 


sei mendlich grofi bzw. tmhesii^nmt 


Nacb dem gesagten ist fiir den Begriff der Doppelreihe cbarakte- 
ristiscb; daS die heiden Indizes /t, v glekhmtig ins XJnendlicbe wacbsen. 
Dagegen wird man ein Symbol ron der in Nr. 1 betrachteten Art: 



0 0 -0 0 


welches also mei nacheinander auemfuhrende Grensmbergdnge in sich 

schliefit^ passend als eine iterierte Jteihe bezeichnen. Die Beziehnngen 

00 

zmecteu der Doppelreihe und den itmerten Beihen (8) sind 

0 

identiscli mit deiyenigen zwischen: 

(9) lim und: lim ( lim bzw, lim ( lim 

^ r-*-m >,»■« ^ ' 

und mOssen sich aus den allgemeinen GrenzwertsStzen ergeben, welche 
in § 43 (S. 288 ff.) abgeleitet warden. 

Im Anschlnsse an diese letzteren sei zunaohst bemerkty daB allemal. 


Symbol: 

bezeichnen. 

" Wenn ans dem Znsammenhange nnzweidentig hervorgdit, yon welcher Doppel- 
zeihe die Bede iat, oder wenn ea anf erne endliche Anzahl von Anfangagliedem 
nicht apezidl ankomxnt (also s. B., wenn ea sich lediglich xun die Frage der Eon- 
yezgenz oder Diyergenz handelt), ao bedienen wir nna gewdhnlich der abgekdrzien 
Bezeichntmg 
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Absehnitt II. Kap. IV". Unendliohe Doppebeiben. 


Nr. 8. 


wenn die Doppelreihe^^.t' Iconvergiert oder eigentlich divergiert, wenn 
0 

also ein mdlicher oder mit iestimmtem Vorseiclien unendlichet' lim 8}^^ 


00 


existierty dieser namliche Grenzwert zum Vorschein kommen muB, wenn 
man ^ = v setzt (vgL § 40, S. 259, Znsatz), sodaB also: 


( 10 ) 




Hieraus folgt aber, daB jede Iconvergente oder eigenilich divergmte Doppel- 
reihe anch als konvergente bzw. eigentlich divergente ein f ache Beihe an- 
geschrieben werden kann. Denn man hat: 


(11) 

0 

und daher: 

(12) 2- <’ - *•” +2 • 

0 0 

Dabei ist: 


(13) «,<•' - «,<:;•> - e. “ + « ,"> + . ■ . + » « + + ••■ + «, 

- K’’+»r) + ■ ■ ■ + 


(0) 


d. h. das (v -[- 1)*® GHied jener einfachen Reihe besteht aus der Summe 
aller Glieder, welche in der (v + 1)*®“ Zeile nnd in der (v ■+• 1)*®“ Kolonne 
des Schemas (1) stehen, bis zu dem Gliede einschlieBlich. 

3. Es erweist sich ftir das folgende als niitzlich, in analoger Weise 
wie die Glieder einer einfachen Reihe als Differenzen zweier konsekutiver 
Gliedersnmmen, die durch die darzustellen. 

r* f* 

A.US der DefinitionsgleicliaiLg (2) folgt anmittelbar, dafi: 


(uy 

xmd ebenso: 




(v > 1 ), 


(15) 


1 + • • • + , Qi ^ 1 ). 
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Daraus ergibt sich welter: 

(16) (5;: -et’) 1 , . , 

t(b) 1 

Die letzte Gleichimg zeigt nnmittelbar, daB: 

(17) lim««-0 




sein muB, wenu ein endlk^ lim 8^^ existiert, d. h. wenn die Doppd- 

reihe Teomergiert. Insbesondere ist also, bei emer hmv&rgenten BoppA- 
reihe stete: 

(18) liin««-0, 

d. h. die Glieder, welcbe die unbegrenzte Haaptdiagonale des Schemas (1) 
bilden, miLssen schliefiUch gegen NuU konvergieren. 

Da andererseits die Ezistenz ernes endlichen lim nach § 43, 
S. 290, Fafin. 1, keinestoegs diejenige Ton: 

lim fur irgendeinen endlichen Wert von v 

lim Sj^ ^ „ „ „ „ „ 

in sich. schlieBt, so lassen die GUeiohnngen (16) die Mbglichkeit offen, 
daB selbst bei einer hmvergeatm Doppelreihe: 

lim fi^r Jeeinen eingigen endUdtm Wert von v 

jU-^oo ^ 

» w » ,» » (>' 

zu verschumden braucht. Mit anderen Worten: Eine Doppelreihe Tcmn 
sehr wohl Tcomergieren, ohne dafi die QUeder einer eineigen ZeUe oder 
Kolonne mit vmhegremt wachsender SieUenzahl der Null mstreben^) 


1) Eb kdimen sogar bei einer komergewten Doppebreibe die Glieder einer end^ 
lichen Anzahl yon Zeilen nnd Eolonnen namerisch ins UnendUehe waohsen, mit 
anderen Wozten, es brauchen die nicbt.einmal uuter einer endlichen Sobxanke 
zn bleiben. 

Man dbeizeclgt sich biervon ohne weiteres, wenn man in iigendeiner konver- 
genten Doppelreihe eine gerade Anzahl yon Anfangszeilen (Anfang^kolonnen) dnrch 
solche yon der Form: 

^0 bj - - • hfi • ‘ -1 
— 6o “ “ " ■ — • 1 

wo: limb^anOO, ersetzt. 

Pxlngaheim, Torlesiugen I, S. SO 



454 


A-biidmitt If. Eap. 17. Unendliche Doppelreihen. 


Nr. 4. 


Beispiel. Man seize: 

VO a > 1 sein soU. Alsdann liat man nach Gl. (16): 

f„(0) „(»)„ HI)!/! +_!_). „w«.i=:i).7i + _L_\ 

fof\\ ® '' * ® 2 V^a+1/ 

Die aus diesen Gliedem gebildete Doppelreilie ist alsdann %on- 
vergentj denn es er^bt sich ofEenbar: 

(21) limSf-0. 

Nichtsdestoweniger findet man: 


//t-O, l,2,--.\ 




lim 


1 

"" a + 

lim 




/t->00 

/* 1 

lim 



lim 

|tt«l 

• y->««o ' 

1 0 

li'** a + 


1 1 


sodaB also die Glieder jeder einzdnen Zeile nnd Eolonne nnmerisch fiber 
einer endlicben Zabl bleiben. 

4. Wenn lim ffir jedes eine gewisse Zabl n nicbt fibersteigende v 


lim S^’ = jS'"^ ffir: v = 0, 1, 2, • • •, n , 


eine iestimmte ZM Torstellt, etwa: 
(23) lim = SW m 

so ei^bt sicb aus Gl. (14), daB: 


2 

0 

d. L &llen die Gxenzwerte lim 8^*^ ffir v — 0, 1, 2, • • •, « endUch aus, so 

bildet die !*•, 2*^ • • •, (n + !)*• Zede des Schemas (1) je eine Jcwwergmte 
Beibe. 

Umgdc^vrt hat man steis: 


(26) +Ji»» + -+2«r (—0.1,2,-) 
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§ 62. Konvergenz tmd DiTergeni einei ,Doppelteilie. 
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und dsiher: 


( 86 ) + (— 0 , 1 , 2 ,- •.,»), 

0 0 0 

sobald die reckts auftretenden Beihen^ d. L die 1*®, 2*®, + !)*• 

’hometgierm. 

Dieses Besultat l^t sick folgendermaBen ausspreoken: 

Die Existent endlicher Grenmerte lim v — 0, 1, 2, - • • 

ist vollig gleichtoertig mit der Konvergeng alter einaelnen Zeilen. 
Die andloge Beziekmig besteht dann offenbar zwiscken der Existenz 
endlicher Qrenzwerte lim flir ji* » 0, 1, 2, • • • und der Konvergene aller 
einzelnen Kcionnen, 

5. Mit BenQtznng dieses Ergebnisses liefem die in § 43 entwickelten 
Beziehungen zwiscken Grenzwerten yon der Form: 

lim f lim ( lim 

lima^"> und 

^ Um f lim (lim , 

wenn man durch 8^^ ersetzt, die folgenden Satze: 


(!) Eine Doppelreihe hmn Tconvergiereny ohne dafi eim 
einjsige Zeile oder Kcionne eine honvergenfe JReihe hildd. Ddbei 
hmn dber immer war eine endliche Anedhl von Zeilen hew. K<h 


lonnen eigentlich divergierenoderein unendliches Qrenginter^ 
vail lesUgen; und es mufi das OremimtervaJl alter Zeilen und 
Kolcwnen von einer hesUmmten an unter eine Idiebig Tdeme posir 
five Zdhl herdbsinJcen, 


Aus § 43, Satz (lib), S. 290 folgt zunackst nur soviel, dafi die 
Existenz eines endlicken lim keineswegs diejenige Ton lim 

bzw. lim far irgendeinen mdlushm Wert Ton v bzw. (t nach sich 

ziekt (s. S. 290, Fufin. 1). Dafi dann fiberdies auck heine eimige Zeile 
bzw. Kdlonne zu konrergieren brauckt, ^.fit sick durch Beispiele leickt 
belegen (s. weiter unten). Andererseits besteken aber, wenn lim 
existiert, die Beziehungen (S. 284, Q-l. (la)): 

— lim ( to 8^^^) =» lim ( lim 8^^) 

- lim ( ^ = lim ( to , 

^.>00 'lr->00 ^ ' /l->00 'v->00 ^ ' 

so* 


(27) Hm Sf 
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worstia mit BenQtzimg der Bezielitiiigen (14) die Biehtigkeit der. tlbrigea 
SehaQptangen Herrorgelit. 

Ein Beispiel einer Doppelreibe, bei welcher sicber Tceme dneige 
ZeUe und Kolorme Tconvergiert, mirde bereits am Scblnsse ron Nr. 3 ge- 
geben: bei der dort angefbbrten Reihe besitzeu ja sicht einmal die 
Gilieder der einzelnen Zeilen tmd Eolonnen den Grenzwert Ntdl. Im 
tlbrigen war (QL (19)): 


8 . 


(,) (-ly* 


+» 


8(a + l) 




Tind lueraus ergibt sich: 


(28) 




i-rf 

2(a + l) 



aW _ o(— 1) _ 

2(a + l) 






sodaB also die 1“ Zdle in den Grenzen ± (*'+!)** (^o 1) 

in den Qrenzen ± ^ oaemierti man erkennt ohne weiteres, daB dieses 

Orengiidervcdl ftlr hinBnglicb grofie Werte von v in der Tat hdidng Mein 
wird. — In analoger Weise verhaltea sicib die Kohnnen der fra^chen- 
Beibe. 

Will man femer hmvergente Doppelreiben berstellen, bei denen eine 
encdidie Anzabl Ton Z&len (Kdomen) eigendich divei^ert Oder ein un- 
endliehes Gremdnteryall besitzt, so brancbt man nnr (analog wie in FuB- 
note If S. 453 ang^eben) in irgendeiner hmvergenten Doppebreibe eine 
beliebige Anzabl ron Zeilen (Kdomen) dnrcb die Glieder iigendwelcber 
eigmdich dwergenier oder ein nnendliches GreneintervcM besitzender 
Beiben, dmsovide andere Zeilen (Kdonnen) dnrcb die ndmUchen Glieder 
mit enigegengesetgtem Yorzeicben zn ersetzen. 

00 

(B) Jsi auySer der Doppelreihe: 8 jede eineeine 

Zeile (v — 0, 1, 2, •••) oder jede eimdne Kolonne 

oa 0 

(fi — 0, 1, 2, •••) Convergent, so ionoergiert catch die 

0 

BeSie der Zeilensummen hew. diejenige der Kolonnensummen 
gegen die Summe 8, d. h. mm hcd: 


( 29 ) 



0 


0 


0 
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Denn nacih § 43, S. 285, 31. (lb) bat die Annahme; lim 8^^ ~ 8 tmd 

ft, 

die Toxausgesetzte Ezistenz endbcher Qrenzwerte lim 8^^ (v — 0, 1, 2, • • •) 

bzw. lim 8^^ (;t =- 0, 1, 2, • ■ •) stets zur Folge, da6: 

(30) lim (lim 5^*^) = 8, bzw. lim (lim Sjf) — 8. 

Man kann den Inbalt dieses Satzes aucb folgendermafien anssprecben: 

(Qa) Mne Ttonvergente^) Boppelreihe mii Jconvergenten 
Zeilen izw. Kolonnen lafit sidi durch die iterierte Beihe der 
Zeilenr hew. Kolonnenreihen erseteen. Ihre 8tmmation ham 
also a/uf svoei sukeessive amsufuhrende einfache Beihensummaiionen 
mrUdcgefukrt werden, in Zekhen: 


(31) 



bzw. 




0 0 


Der Satz (II) bleibt mutatis mulandis offenbar ricbtig, wenn + oo 
Oder — oo an die Sielle der endlichen Zahl 8 tritt, da die entsprecbend 
modifizierte Gleichung (30) anch in diesem Falle Gtdtigkeit bebalt (siebe 
wieder S..285, 61. (lb)). Man findet also: 

(in) M erne Doppelreihe mil konvergenten Zeilen 5st</. 
Kolonnen eigentlieh divergent, so gilt das glekJie von der Beffie 
der Zeilen- ieto. Kolonnensummen, 


Mit Beriicksicbtignng dieses Satzes und des weiteren Umstandes, daB 
nacb § 43, Nr. 2 (S. 285) die Existenz der Beziebung: 

lim (lim 8^) = lim (lim 

nocli keineswegB die von lim nach sich zieht^ die NicMexistmz jener 

ftfV->CO ^ 

Beziebung bei gleicbzeitiger Ezistenz der imeren Limites (insbesondere 
aucb dann, wenn die beiden Seiten jener Beziebung zwar bestimmte, aber 
Toneinander versdnedene Zablen rorstellen) dag^en das Yorbandensein 
Ton lim 8^^ definitiT ausscbliefit, ergibt sicb sodann: 

(lY) Auchwmn alle Zeilen und Kolonnen des Sclmnas{V) 
honvergente Beihen hUden und wenn die Beihe der Zeilensummen 
und di^enige der Kolonnensummen gegen die namliche Stmme 8 


1) Die Konvergens der Doppelreihe mafi a priori feststehen and darf aicht 
etwa ohne weiteres aas der etwaigen Komergenz der betieffenden iterierten Reihen 
geschlossen werden: vgl. Satz QY). 
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honvergiert, so Ttann die hebreffende JDoppelreihe. nichtsdesto- 
wmiger divergieren: sie dioergiert dann nadk Satg (III) oiUemod 
uneigentUch. Diese Bivergms mufi eintreten, um» die Beihe 
der Zeilensummen wnd di^enige der Kolonnensummen gegen 
verschiedene Werte hmvergieren oder wenn nur eine dieser 
teiden Beihen honvergiert. 

Urn Beispiele derartiger dioergenter BoppdreOien zu gewinneu, hat 
man lediglich fOr 8^^ einen passend gew^ten jener Ansdftlcke zn 
setzen, wie sie in § 42, 43 naher nntersnchi wnrd^, und sodann die 
Beihenglieder mit Eiilfe der Gleichnngen (16) entsprechend darzu- 
stellen. Setzt man z. B.^): 


(32) 

SO hat man: 


(^^=-0, l,2,-<-, v-0, 1,2,.--), 


(33) 


lim 8^^ = lim »= 0 fBr jedes einzelne v bzw. ft, 



- 0 , 


-n^hrend ein endlicher Oder bestimmt-nnendlicher lim 8^*^ nuM exUHert. 

Es konyergiert dann also jede ZeUe nnd jede Kolonne, desgleichen die 
Beihe aller ZeUensummen und diejenige aller Kolonnensumntm gegen die 
Summe 0, -wfihrend die betreffende Doppdxeihe oseitliert. 


Nimmt man femer fdr 5^'^ einen der folgenden AnsdrQcke (§ 43, 
Nr. 2, S. 285): 


(34) 

BO wird: 

(36) 


orW P' + l 

p + * + 1 ’ 


I+? 

2"i“+i, 


lim ( lim 5^’^) — 1 , Urn ( lim 8^*'‘\ = 0, 


sodaB also die Beihe der Zeilensummen gegen die Snmme 1, diejenige 
der KoVymensummen gegen die Snmme 0 konyergiert (w^end die be- 
treffende Doppelreihe dann eo ipso oszilliert). Eine yerhSltnismaSig ein^ 


1) Das erste dieser Beispiele gebt ans § 48, Beispid 8), S. 276 hervor, wenn man 
setzt: = 1 — Das zweite findet sicb als Beispiel 4) anf S. 277, das dritte 

§ 43, Nr. 2, S. 285 (beide mit dei xmerbeblichen Modifikation, daB hier der Sum- 
mand 1 im Nenner binzngefdgt wnrde, damit die betreffenden Ansdrdcke aneh 
nooh f&r (isespBsO einen Sinn behalten). 
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facile Form der Beilienglieder liefert noch der folgende^ im dbrigen 
ganz analog wie die obigen sicb verbaltende Ausdruok: 


(»«) 

nSmlioH: 



im tlbrigen: — 


t 

jt+i 



6. GenOgen die Glieder dorchweg der Bedingung, ^ 0 zu sein, 
so bilden die 5^'^ allemal eine monotone (nimdls eibnehmende) Folge posi- 
tiver ZablezL Daraus ergeben sicb aber mit Bficksicht anf § 40, Nr. 3 
(S. 257) and § 43, Nr. 1 (S. 285, Gl. (lb)) die folgenden Satze: 

(V) 1st ^ 0 md lUeibt unter tmer enHu^en 2kM g, 
so konvergiert die Doppdreihe der gegen eine hesHmmte 
Summe S. Zugleieh konvergiert jede Zeile md jede Kolonne, 
und die Beihe der Zeilen- und di^enige der Kolonnensummen 
konvergiert gleiehfdUs gegen die Summe 8. 

(VI) 1st u^^ ^ 0, so eieht jede der drei Gleichungen: 

fi 



die beiden anderen naeh sieh. Dies gUt aueh no<di, wem + oo 
an die SteUe der bestimmten posiiiven ZaM 8 iritt. 

Die SStze (V) and (YI) bleiben offenbar aacb gtllt^ wenn anter den 
Gliedem negative Zablen in endlicher Anzabl rorkommen; ebenso, 
wenn durishweg oder nacb AosschloB einer endUehen Anzabl u^^ ^ 0. 
(Dabei moB natiirlich die Voranssetzang Ton (V) lanten: 1 8^^ | < g^ 


§ 63. Bezlehnngen zwlselien einer Doppelreilie nnd der ans den 
Diagonalsnnunen gebildeten einfadien Beihe. 

1. Transformiert man das eu>eifaeh~unencB/khe Schema: 

' + • • • + -j- . . • 

"k **0^^ "I" 4* * • * + + • • * 

+ 

+ H h H 

■ + 


( 1 ) 
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in eine einfachrimendliche Reihe, indem man die Glieder nach „DiagO’ 
nalenf* ordnet^ d. h. indem man bildet: 


( 2 ) 


wo: iff, — + 


so bestelit zwischen der Doppdreihe der imd der evnfach-itnendUcheii 
00 

Beihe^jw^ eine voUkommene VbereinsHmmung, sobald ^ 0 ist. 


( 0 ) 


(3) 


Wie iwinlicb ein Blick auf das Schema: 

+ 

+ 




(an) 


unmittelbar zeigt, gilt alsdann die doppelte TJngleichung: 


Sn 


(4) 

0 0 

Wenn nun die DoppdreOie gegen die Snmme 8- konrergiert, so hat man 
speziell lim <= S and daher nach UngL C4): 


(5) 




Darans folgt zunachst^ wegen die Kmmergens der Beihe w, 

tmd' sodann ans (4) fhr n — > oo: o 

00 

( 6 ) ^yw^ = 8. 

0 

00 

Umgekdirt: Wean gegen die Summe jS konrergiert, so folgt 

0 

znnachst unmittelbar aus IJngl. (4), dafi: 

(7) limS'j’^-fif. 

1l->00 

Alsdann muB aber wegen der Monotonie der Zahlenfolge 8^"^ anch. aU- 
^mein: 

( 8 ) 


lim S W = 8 


sein (§ 40, S. 259, Zusatz). 





Nr. 2. § 68. Doppelreibe und Eeihe der Diagonalsummen. 461 

Es ergibt sidi Merans schliefilich nocli, daB die JDojppdreihe der 
00 

und die BeShe ^ w, auch allemal gleicheeitig divergieren (niixilich nack 
0 

+ oo), wenn eine der beiden Beiben divergiert. 

FaSt man dieses Besultat mit dem Satze (YI) des Tor^^en Para- 
grapben znsammen, so ergibt sicb an dessen Stelle der folgende noeh 
etwas allgemeinere Satz: 

1st ^ 0, so sidtt jede der vier Gleu^imgen'^): 

( 9 ) 2 “’'-® 

0 0 0 0 0 0 

,die drei anderen suA, gleichgidtig, cb 8 eine lesHmmte 
Z<M vorstdU oder min^ich grofi ist. 

oe 

2. Um die Beziehtmg zwischen einer Idiebigen Doppeheilie 

00 0 
und der Reihe festzustellen, sckicken wir den folgenden Hilfssate 

0 

vorans, welcher cine Verallgemeinemng eines frilher mitgeteilten Caucliy- 
schen Satzes dber den Grenzwert eines aritlimetischen Mittels (§ 45, Nr. 

S. 305) bUdet: 

Bleiben die ZaMen i ^ ) numerisch unter 

einer endlichm Zahl g und ist: 


( 10 ) 


lim a. 




(wo a eine lesHmmte ZaM inkl. 0 vorstellt), so wird auch: 

(“) ijm "- -1“ TO - “• 


n->-« ’ 

Beweis. Man bat zoiwcbst identiscb: 


(12) ^ _ („ + 1 ) . a _ 2 («»-'> -a) . 

0 0 

Da naoh Voranssetzung: 1™ so innB sich nach Annalune einer 


1) Der auf die drei letzien Gleicbungen bezdgliche Teil dee Safczez ergab 
siob Bchon bei frdherer Gelegenbeit: § 46, Nr. 4 (S. 817, Gl. (88)). 
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beliebig kleinen poBitiven Zabl s eine Zalil tn so fixieren lassen, daB: 


(13) 


.W 


■a|^6 filr; v'^m. 


Nimint man mm in Gl. (12) u > 2»» (also: n — jn>»t) an tuid sclireibt 
jene Gleichnng folgendermaBen: 

n 

(14) 2o<“"'‘>-(n + l)a 

0 

- +^‘(»r'’-») +2(»r'’-») 

0 m+l n— m+i 

SO mrd in der gtveiten Summe auf der recbten Seite durchweg: 


a 


(»-/«) 


— a ^€y 


in der ersten nnd driUen zum mindesten: 


und daher: 




+ I ^1 + I ® I; 


(15) (m + 1)o <(2»» + 1)-0 + |o|) + (« — 2*»)-e 


Oder: 


0 

La£t man jetzt n ins Unendliche wachsen^ so wird: 


(17) 


lim 

n-Voo 


0 

also schliefilid:, da s jede beliebig kleine Zahl bedenten kann: 

^ ‘i- ®- 

0 

3. Nunmehr koimen wir den folgenden Satz beweisen: 
Besiks die konvergente Dopp^eOie: 




w . 


S 


die Bigemchaft, da^ jede eme^Me Zeile vmd KdUmne konvergiert 
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Oder irmerhcilb endlicher Greneen ossilUert, so Team die Beihe 
00 

nur konvergieren oder oseilUeren^) und etoar ist im 

0 

FaUe der Komergene stets auch: 





Beweis. Wir zeigen zonSchst, dafi infolge der bezdglich. der ein 
zelnen Zeilen mid Eolonuen gemachten Yoraussetzung cdle 

moglichen g,, v unter emer festea ZaM g bleiben maB (was ja atis der 
bloSen Existenz eines endUehen lim nocb keineswegs folgen wflrde). 

Wegen der Komergene der Doppelreihe gegen die Snmme S lassen 
sich jeder positiren Zahl s zwei Zahlen m, n zuordnen, sodaB: 

(19) 5|<« fSr: g^m, v'^n, 
also: 

S-e<8^;^<S+s, 

und somit: 

(20) |;S«|<|5| + s far: 

Betrachtet man jetzt die ersten n Zeilen der Doppelreibe^ so bleibt 
nacb Yoraussetzung die Stmme jeder eimdnm^ wieviele Glieder man aucb 
summieren mag^ numerisch ufder einer endlichen Orenee. Dasselbe gilt 
also aucb ftlr diejenigen Summen, welcbe entsteheU; wenn man die ent- 
spreebenden Glieder der ersten 2, 3, • • •, n Zeilen addiert, sodafi man 
setzen kann: 

(21) for; # 1 - 0 , 1,2, •••mm/:, v<«, 

wo g' eine bestinunte positiTe Zahl bedentet. 

Analog eigibi sich dnreh Betrachtang der ersten m Kolonnen: 


(22) I 8^”^ I < g" fOr: g<m, v — 0, 1, 2, • • , in inf. 


Bedentet jetzt g eine Zahl, die von Tamer der drei Zahlen | | + 

p', gf' aberstiegen wird, so bestehen alle drei Bedingungen (20), (21), (22) 
gleidteeitig, sobald man jene drei Zahlen dnreh g ersetzt, d. b. es ergibt 
sich schlieBlich: 


(23) 




0 , 1 , 2 , 

0 , 1 , 2 , 


in inf, 
in inf 


1) Sie kann also niemals eigmtUch divergieren, wohl aber ein unendUches 
Qremiwtervall besitzen (s. das Beispiel in Nr. 4). 
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Nun werde gesetzt: 

(24) + + + — f;, 

so hat man f&r v ^ 1 : 


W, - + tt^(0) + . . . + uW, + « (iV + « W - Sm 

+ + u,w + --- + « «, + u(% + (3,% - 8(%) 

+ «»« + + • • • + « «, + - S «,) 

+ + 

+ «oW +(SoW--S«(’’-^0 


Oder, andera geordnet: 

(25) W, = -S W4.5W,+ ...+S,(’-^)+5o«-(SWi+-SW,+ ---+S^^^^^ 
Substitoiert maa hier der Eeihe nadi v » 1, 2, 3, • • •, n, so ergibt sich: 
TTi - 5iW + 

F, - 5, TO + iSfjTO + 5oTO - (5iTO + 5 oTO) 

F, - fi^TO + 8,W + ^(« + 5oTO - (Ss<®’ + + S«W) 


F, - 5TO + Si% + . . . + 5,(») - (S TO, + + • • • + S,("-«), 

and wean maa diese n Gleichnagen za der folgeaden addiert: 

Fo-5,TO, 

so resaltiert, nach HinzufKgimg des Faktors : 


(26) 


IT* -i? - iTTI i®” +*•-■+- + ®«'”) • 


Hieraus fo^ aber iQr n — »• oo, mit Berdcksichtigoiig der Yoraus- 
setzong: lim 8^^ — 8 imd des oamittelbar zaTor bewiesenen Hilfs- 


satzes, daS: 
(27) 


n 


lim 


1 

n + l 



00 



0 



0 




-limF, 


F 


(28) 
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ist, 80 vird andorerseits nach dem oben zitierten Caacbysclieii Saize 
Tom Grenzwerte ernes ariibmetischen Mittels aaob: 


(29) 




sodaB sioh aas der Yerbindung der Oleichni^en (27) — (29) schlieSIich 
ei^bt: 

<30) 

0 

00 

Wire hingegea eigenflidi divergmt, also lim lY,— + oo bzw. 
0 »-►- 
— — 00 , so mtifite eben&Us naeh jenem Canehysclxea Satze: 

II 

lim — ^ <» + oo bzw. — — oo 

0 

sein, was der Gleichong (27) widerspraiSie. Darans folgt mit Notwendig- 

00 

Iceit, dafi die Beihe &lls sie niekt hmergiert, jeden&Us nnr 

oseWAarm kann. o 

4 Urn aa einigen ein&ehen Beispielen za zeigen, daB die be»de» im 
Yor^n Satze angedeateten MdgUeKkeiien (nimlich anfier der Konvergem 
der Diagonalenreibe aacb derea OseMeren) aucb wirMich eintreten 
kSonen, werde gesetzt: 


, W , 


'^H+y ®/B+r+l> 


(82) 


(31) 

00 

wobei als (bedingt oder aabedingt) konvergeui angenommen wird. 

0 

Die so definierte Bofpdr&he wird dorcb das Schema dargestellt: 

(»o-»i) +(«’x-«f) +(»*-»*) +--- + («/.“«x+i) +■ 

+ («1 — »») +(»! — «») +(«»-»43 +-" + (c„+l — «,,+*) +■ 

+ («,-1^) +(«$ — «*) +(®*-V6) +''- + («M+> "*/•+») +■■ 


+ («,— «,+l) + («,+l- »,+») + (*'»+>“ ’’r+s) + • • • + («;u+,-»,i.+r+l) + • 

OD 

und honvergiert offenbar gegen die Snmme: Denu man bat: 


«+»+ 


m+«+l 


“5®' “5®'- 


m+l 


n + 1 


(38) 
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Die ftiTiJiftlTiftTi 2j&3m imd Kolomen sind gleiclifallB Jconvergmt and ihre 
Svmmen besitzen dor Beihe nach die Werte v^, v^, »„•••. 

Andererseits eigibt sicb, wie das Sdbiema (32) zeigt: 

(34) w, - (v + 1) • («, - ®,+i) 
und daher; 

n-l 

2 W’* “ (®0 - «i) + 2(«1 - »j) + 3(e, -»,) + ••• + «(«„_! - ®„) 
0 

n-l 

(35) 

0 

00 

Diese Gleicbung lehrt, dafi dann imd nnr dann homergiert, 

0 

wenn lim n • eine hestmmte ZcM ist. Letzteres ist aber wegen der 

n-you 

00 

vorausgesetzten Eonyergenz von nur in der Weise m5glich^ daB: 

0 

(36) liiaw*f?^ = 0. 

n->ao 

Denn eine Bezielnmg von der Form: lim a. wo |a| > 0, wtlrde 

«->-00 

00 

ja allemal die Dioe lene der Beihe ^ zar Folge haben. 

0 

Hiemach ergibt sich abo, dafi in der Tat (01. (85) and (36)): 

00 00 OP 

(37) (^+»-»^+*+r) 

0 0 0 

uo 

wird, wenn w, uberhcmpt Ttowoergiert. Und man hat, um Beispiele dieser 

0 oo 

Art zu gewinnen, lediglich so zu wahlen, daB ^ 'komergiert nnd die 

0 

Bedingang (36) befriedigt wird (z. B. . 

00 

Da femer — wegen der Eonvergenz von i>, — lim n • v„ auch 

nidit = + oo bzw. =« — oo sein kann, so erkennt man znnachst ans 

00 

61. (35), dafi ^ in keinem Falle eigenHich dtvergierm kann. 
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ScblieSlich bleibt noch. die eine Moglichkeit offen, dafi lim n • 

«->oo 

und lim n • verschieden ansfaUen. In diesem Falle osjsiUieifi die Beihe 

OD 

wie Gl. (35) zeigt, in den Grenzen: 


(38'l 


^ ~ Urn n • v„ and: — lim « • «„ . 

ft-Veo 


(Beispiele. Man setze 


also: + 


Alsdann ^rird: 


limw-«„ — — 1, limM*o„ — + 1 


0 0 

Tind es ergeben siob somiti 

lg2 — I und lg2 + 1 

CO 

ala die OsgiBationsgreneen der Reihe 

0 

Setzt man dagegen: 


so wird: 


yr+i’ p V 


+ : 


\y(i + r+l V(t + 
lim «•»„=- — oo, lim n • »„ — + <», 


v + 0 ‘ 


sodafi also die Reihe ^ hier in den Grenzen — oo und + co oszilliert.) 

0 

5. Es verdient ausdrtlcklich hervorgehoben zu werden, daB die bei 
der Formulierung des yorigen Satzes gemachte Einschinnkung, wonach 
die Zeilen- und Kolonnenreihen. entweder konvergieren oder endUche 
Os^Tlation$grefi 0 en besitzen soUten^ nicbt etwa lediglich der JSetceis- 
fUhrung mdiehe eingef&hrt 'wurde: dieselbe bildet yiehnehr eine wesent- 
liche Yoraussetzung in dem Sinne, dafi der Satz hinfaUig werden kcmn, 
wenn jene Bedingung mcht erftillt ist. 

Dies lafit sich in sehr einfacher Weise aus der i 


ersehen. Es sei: konvergmte Doppelreilie, bei 
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der znm mindesten die zwei ersten Zeilen konvergieren^ fiir welche aafier- 


dem die Beziehung bestekt; 




0 

Man bilde nnn aus dieser Doppelreihe eine neue, indem man die 
Olieder der ersten Zeile, also die (/t *■ 0, 1, 2, • • •), durch , 

die derj^weifen, also die durcbuf*^ — »„ ersetzt^wodieo (/i*=0,l,2,—) 

ft fl ft ft y 

nach Belieben zu wablende positiye Zablen bedeuten. Man erhidt auf 
diese Weise das folgende Schema: 


I XV®’+®o) + + + • • • + + + CV®^ + «r) + • • 

+ + • • • + »,) + • • 


(39). 

1 + «0^®^ 

+ • • • 

+ 


+ •' 



• • 


+ V’ 

+ 

MjW 



+ 





nnd erkennt nnmittelbar; daB anch diese Dqppdreihe gegen die Summe 8 
konv&rgiert. 

Bezeiohnet man sodann die Diagonalsnmmen des Schemas (39) mit 
w/ (v =- 0, 1, 2, • • •), so wird: 

[ Wo' — «o^®’ + ®o 

(40) < - «oM + + • • • + mW, + (« Wj -o,_i) + (« W + ».) 

nnd daher. 

n n 

(41) 2 .S ”'»■'* 

0 , 0 

Werden nnn die so gewShlt, daB lim v, — ti enddUsh nnd eon Nud ver- 

scMeden ansfallt, so divergieren die beiden ersten Zeilen des Schemas (39), 
\v&hrend zngleich aus Gl. (41) sich ergibt: 


(42) ^w;^S + v, 

0 

d. L die Beffie der Biagondm hleibt zwar konvergent, ihre Summe ist 
aber vereddedm yon derjenigen der betrefPenden D<yppelreihe. (Bei- 
spiel: -= !.)• 
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Nimmt man dagegen lim », •= + oo (z. B. e, — v), bzw. v&hlt man 

n->eo 

die so, daB lim nnd lim verschiedm ausfallen (z. B. 2 + (— 1)”, 

n->-oo li->oo 

OD 

SO lehrt Gl. (41), daS die Beihe eigentlieJi div&rgiert 

bzw. oszilliert. o 

00 

Die Beihe ^ to/ rerliert also in den betrachteten Fallen taisach* 
0 « 

Uch jene Eigenschafi»n, welche ihr nach dem Satze von Nr. 3 znkommen, 
falls die ZeUen und Kolonnm Tcomiergierm oder itmerhdlb endlidi hleS>m- 
der Qrenzen osgittieren. 


% 64. Absolut kouTergente Boppelreiken. - Zusanuuonfsllen you 
absoluter und uubedingter fiouTorgenz. — Bedlngt kouTorgente 

Doppelreiheu. 

00 

1. Die Dqppdreihe heiBt ahsoltd leonvergmt, werm die Doppel- 

0 

reihe der I I TcmvergieH. 

Um Yor allem nadizaweisen, daB eiue in diesem Sinne dbsohd hm- 
vergente Doppelreihe uberhaupt konvergiert, werde gesetzi: 


(1) 


I I + 1 I + * • • + I I 
+ 1 I + I I + • • • + 1 I 
+ 



wahrend 8^^^ wiederum die entsprecbende Summe der bezeichnen 
xnag. Da sodann aUgemein: 


(2) 

fftlla sich die Summation bei ieiden Summon fiber die nfimlichen Werte 
Ton II und v eratreckt, so hat man: 


(S) I I ^ 

nnd hieraas folgt unmittelbar, daB gleichzeiUg mit lim stets 

in, It *^00 

auch lim 8^^ einen bestimmten Wert besitzt, sodaB also mit der Doppel- 

in,n>>oe 

reihe der | | stets anch diejenige der konvergiert. 

Pxingilieiin, YorleatmgeiL I, 9 


31 



470 Abedmitt II. Kap. IT. XJnendliche Doppdieihen. Nr. 8. 

Unmittelbar aus dem B^ffe der dbsoluten Konvergenz ergeben sich 
die folgeuden S&tze: 

Tiine Iconvergente Doppdreihe, wdche n^aUve (oder posi- 
Uve) GUeder nurmendlicher Anedhl enffialt, ist aUemcd aisolui 
konvergent. — 

Etdhdtt ane absolut Iconvergente Boppdreihe sowoM po- 
sitive cds negative GUeder in unhegreneter JmaM, so bUden 
sotoohl die positiven cds dde negaHoen GUeder je eine ( ibsolut) kon- 
vergetde Doppdredie. 

Umgekehrt konvergiert eine Dgppdredte absolut, wenn so- 
woU die positiven cds die negativen GUeder je eine kowoergente 
Doppdrethe bdden. 

2. Die absolut konvergenten Doppelieihen zeigen ein ganz analoges 
Yerbalteii; wie konvergente Dcppdrdhen mit posiHven Gliedern. Insbeson' 
dere gilt der Satz: 

Ist die Dcmpdreihe der u^^ absolut konvergent und 

0 

$0 konvergiert aueh jede einjsdne Zeile und Kolowne und die Beihe 
der Zeilen- hzw. Kolonnensummen absolut und mm hat a/uch: 

00 oe 

(6) ^ u^*^ “ S (Beihe der Z&dmswmmm), 

0 0 
Oo 00 

(6) — S (Beihe der Kcdonnenstmmen). 

0 0 

Ebmso konvergiert die Beihe der Diagoncden absolut und ewar 
ouch, dann nodi, wenn mom die einednen u^^ cds GUeder der 
Beihe atiffafit. Zugleieh hat man; 

oo 

(7) ^ (mo”^ + i 1- =« S (Beihe der Diagoncden). 

0 

Beweis. Da nacb Yoraussetzung die DoppdreOte der kon- 

vergiert, so konvergiert nacb Satz (V) des § 62 (S. 459) in dem Schema 
der I u^^ I jede einzelne ZeUe nnd Kolonne, ebenso die Beffie der Zeilen- 
'ind der Kcdonnensummen nnd die Beihe der Diagoncden. Mit anderen 
Worten: in dem Schema der ist jede Zede and Sxdonne, die Beihe 
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der Zeilenr und Kolonnensummm und die Heihe der Diagonalen absolut 
Tconvergentj iibrigeiis auch wenn man bei der letzteren durchweg die ein- 
zelnen als die Reibenglieder anffaBfc. 

Es handelt sich also nur noch darum zn zeigen, daB die betreffenden 
Beihen samtlich die Summe S besitzen. 

Fiir die Eethe der Diagonalen (Gl. (7)) folgfc dies aber scbon un- 
mittelbar aus dem Satze in ITr. 3 des Yorigen Paragraphen und fur die 
iterierten Beihen (5) und (6) aus dem Satze (II a) des § 62 (S. 451), 
iibrigens auch mit Hilfe eines friiher bewiesenen Satzes (§ 58, Nr. 4, S.410), 
nach welchem (unter der hier gemachten Yoraussetzung der absoluien 
Konvergenz) die Existenz der Gleichung (7) stets diejenige ron (5) und 
(6) nach sich zieht. 

3. Der soeben bewiesene Satz lafit sich leicht in folgender Weise 
umkehren und erweitern: 

Von den vier Gleiehmgen: 



zieht jede eineelne die drei anderen nach sich, wenn die in 
der Voraussetzung auftretende Eethe bei Vertauschmg der mit 
ihren dbsoluten Betrdgen Convergent bleibt. 


Aus dieser letzteren Annahme folgt namlich (entweder ohne weiteres 
Oder nach dem Satze am Schlusse you § 63, Nr. 1, S. 461), daB die 
Doppelreike der I Convergent, also diejenige der dbsdlut Convergent 
ist. Hierauf ergibt sich aber alles weitere aus dem Satze der Yorigen 
Nummer. 

In dem obigen Satze ist offenbar der frfiher bewiesene (§ 58, Nr. 4, 
S. 411) sogenannte Canchysche Doppelreihensatz wiederum als Teil ent- 
halten. 

4. Eine Convergente Doppekeihe heiBt unbedingt Convergent, wenn 
jede durch Umordnung der Glieder daraus hervorgehende Doppelreihe 
gegen dieselbe Summe Convergiert, wie die ursprfingliche. Dabei betrachten 

OP 

wir eine Doppelreihe v^^ dann und nur dann als durch ,,TJmordnun^^ 

0 

00 

aus der Doppelreihe hervorgegangen, wemijedem Gliede in 



472 Absdmitti II. Eap. IT. Unendliohe Doppelreilien. Nr. 4. 

ntakelifbar eindentiger Weise ein iHm gleiches zngeordnet werden 
bami. Es mofi also jedes Glied, das in dem Schema: 

V») «,(») 



itjW 


an einor iestimmien endUdten Stdle erseheint, auch in dem Schema: 

f,„(0) »,(«) «,«» 

«*W «,« 

n,(*) «,(») 


einen hestmmim mdlichen Plate einnehmen and umgMart. 

Es gilt nnn zimachst der folgende Satz: 

Jede ahsolut hmuergente Ihppd/reihe isi unhedingt 
konvergmt. 

Beweis. Es werde das allgemeine Gllied der nrsprOnglich ror- 
gel^ten Doppelreihe viederam mit ihre Somme mit S hezeichnet, 
w^rend das allgemeine Glied einer duroh Utnordmng darans her- 
Torgegangenen Doppelreihe vorstellen soil Dann erkennt man zon&chsi^ 

da& aoch die Doppelreihe der Tconvergiert und zwar dbscdtU. Denn 

00 

setzt man etwa: ’K1 =■ S, so muB jede iegrenete Doppdsnmme, 

0 _ 
welche ans Gliedem | | gebildet wird, stets unterhdO) S hleiben, sodafi 

00 00 

also nach § 62, Satz (V) (S. 459) hmvergiert und 

0 0 

dbsoUft Ttcmergiert. Bezeichnet man dann die Snmme dieser letztsren 
Doppelreihe mit T, so wird nach dem Satze Ton ITr. 2 (GL (7)): 

(«) 

0 

Jede dieser einfach-unen^idien Beihen ist aber absolui konrei^ent, 
auch wenn man die einzelnen Glieder bzw. als Beihenglieder auf- 
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fafit. Die zweiie stellt daim aber lediglicb eine TJmardnung der erstm dar 
und somit ergibt sicb: 

T^8y 

womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

5. T7m aach die Umkehrung dieses Satzes beweisen zu konnexi^ 
schicken wir die folgende Bemerkung voraus. 

Eine einfach-unendliche Zahlenfolge: 

Wg; Mj) 

lafit sich nach § 39, Nr. 1 (S. 247) auf unendlich viele Arten als zweifachr 
unendliche Folge anordnen, am einfachsten etwa in folgender Weise: man 
teile jene Folge in Gruppen, welche der Reihe nach 1, 3, 5, • • 
(2x' -f 1)> * * * Glieder enthalten, und ordne sodann jene Gruppen zu einem 
unbegrenzt fortsetzharen guadratisciim Schema in folgender Weise ^): 

(1) Wj W9 • • 

^ ^ 

(2) Wj fij Ms • V+2y ‘ ' 

(3) ^ ^ • 

t • * 

(v+1) M^Vs-^ • V+. + l ‘ • 



Bezeichnet man jetzt mit die Somme aller deijenigen Glieder, 
welche den ersten v ZeUen und fi Kohnnen dieses Schemas angehoren, 
so hat man speziell: 

(11) s<">- _2».- 

1 

Wenn nan lim einen bestimmten Wert besitzt, so folgt darans 

7t->-00 

nodi nuM das gleiche fSr lim s^\ d. b. man kann daraas nodi Jcmnen 

Schlufi auf die Komergenz deijenigen Doppdrethe ziehen, welche dutch 
das Schema (10) definiert wird. 

Wenn dagegen lim ± 00 wird (oder wenn hm und lim 

n->-oo * n->oo 

verschieden aa8£Eillen), so folgt mit SicherheH, daB hein endlieher lim 

min->oe 

existiert, und daB somit die Di^tpdreihe (10) unter Icemen Umstmden Tconr 
vergieren hann. 

1) Vgl. den nmgekehrten Pcozefi § 39, (6a) (8. 261). 
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6. Hit; Bentitziing dieser Bemerkung beweisen wix jetzt den Satz: 


Jede unbedingt honvergmte Doppelreihe ist auch 

absolut konvergent o 

Beweis. Zimacbst folgt aus der Yoraussetzung der unbedingten Eon- 
vergenz, daB nicht nur lim == 0 (was nacb § 62, S. 453, Ql. (17) bei 

jeder Icomergenten Doppelreihe der Fall ist), sondem auch: 


( 12 ) 


lim u 




0 ftlr: a/*=»0, 1, 2, •••, 


lim =» 0 far: ft = 0, 1, 2, • • • . 


Urn dies einzusehen, braucht man nur die (v-f !)*• Zeile bzw. 

Kolonne mit der Hauptdiagonale zu vertauschen (wobei das eine 
Glied bzw. seinen Platz behalt). Da die Konvergeng der Doppel- 
reihe durch diese Umordnung nicht gestort werden soU, so mussen die 
Glieder der nunmehrigen Sauptdiagonale den Grenzwert 0 besitzen, 
woraus die Bichtigheit der Gleichungen (12) unmittelbar hervorgeht. 


Nun schreibe man die Glieder der Doppelreihe ohne eins 

0 

zu abergehen, als einfack-unendliche Eeihe an (z. B. indem man das 
Schema der nach Diagondlen ordnet). Bezeichnet man sie in dieser 
Anordnung mit: 

(13) Wi, ttg, • • •, • • ., 


so ergibt sich zunachst aus (12) in Yerbindung mit lim — 0, daB: 


(14) lim tt, “ 0 

sein mofi. 

Wird jetzt; angenommen, daB die vorgelegte DoppHre^ niekt dbsolat 
konrergiert, also auch die aus den ZeiZen.der gebildete iterierte 

BeQie nicht konyergiert, so ergibt sich unmittelbar ans dem Satze yon § 46, 
Nr. 3 (S. 312), daB auch die Beihe (13) nicht dbsdkti konyergieren kann. 

Hieraus folgt aber, daB sich die Glieder (13) anf Gfrund des erweitertm 
Riemannschm Satees (§ 57, Nr. 3, S. 406) in eine Anordnnng: 


(15) 


®s» ®j> •••>»»>••• 
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in passender Weise^) oseiRiert). Ordnet man jetzt die Gilieder nach dem 
in Toriger Nummer gelehrten Yerfahren zn einem nnbegrenzt fortseiz- 
baren qnadratiscben Schema an, so stellt dieses eine blofie Umordnnng 
der nrsprQnglich rorgelegten Doppelreihe dar. Zngleich wird dann 
lim = ± oo (bzw. lim nnd lim verschiedm), sodaB die Doppel- 

v->00 y-^oo 

reihe in dieser neuen Anordnnng divergieren wflrde 

Hierans folgt aber, daB die unbedmgte Eonveigenz der Doppelreihe 
nur mdglioh ist, wenn dieselbe absoJut konveigiert. 

7. Nach den Satzen in Nr. 4 nnd 6 erweisen sich also schliefilich 
absolute nnd unbedingte Konvergem dem Umfange nach als vSllig 
gleichwertig. Insbesondere kann man dem Satze in Nr. 2 jetzt anch die 
folgende Form geben: 

1st die Doppdrmhe der unbedingt Jconvergent, so Icon- 
vergiert aucJt jede Zeile und Kolonne, desgleichen die cm den 
Zeilen- hew. Kolonnensummen gebUdete Eeihe, wnd die Summe 
der leteteren ist gUieh der Summe der Doppehreihe, d. h. man hat: 

( 16 ) 

0 0 0 0 0 

Im Falle der unbedingten Eonyergenz wird also die Treonuiig der 
Begriffe „Doppelreihef^ und „iterierte Iteikef^ entbehrlich; und hierdurch 
ersckeint es bis zu einem gewissen Ghrade gerechtfertigt, wenn man eine 
unbedingt (absolut) Tccnvergente iterierte Beihe baufig obne weiteres als 
konvergente Doppelreihe bezeicbnei 

8. Eine Doppelreihej welche Iconvergiert^ obne absolut 0 U Jconver- 
gteren^ ist nur bedingt Tconvergent: sie kann, wie der Beweis in Nr. 6 
zeigt, durch blofie Umordnmg der Glieder stets in eine divergente Doppel- 
reibe verwandelt werden, Zu den nur bedingt konvei^enten Doppelreiben 
geb($ren z. B. eo ipso alle diejelligen konyergenten Doppelreiben, bei 
denen irgendeine Zetle oder Kolome divergiert*^ femer die in § 63, Nr. 4 
(S, 467) betracbteten, bei denen die Beihe der Diagonalen (uneigenttich) 
dwergierti denn bei einer unbedingt, also absolut konvergierenden Doppel- 
reibe i^ ja die Reibe der Diagonalen stets Tconvergent (s. Nr. 2). 

Es Terdient bemerkt zu werden, dafi eine bedingt konvergierende 
Doppelreihe dieser Art schon dadurch divergent werden kann, dafi man 

1) D. b. 80 , daB nicbt gerade die Summen eine konvergente Folge 

bilden. ^ 
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in die einzelnen ZeU&n oder Edonnm eine passende Anzalil fon NtMen 
einschaltet.^) 

Bedeatet namlich: 



4 - 

+ 



.. + „W + . 


+ 




(17) + + . 


• * + + * • • 

+ 







<+ 


• 


denim: 

(18) 


konvergmte Doppelreihe, fOr welche divergierty falls wie- 


+.<•-" +-+«“!.+»r 


gesetzt wild, so forme maa das Schema (17) in der Weise nm, daB man 
jeder Zeile so 'viele..M(2ZeM als Anfai^sglieder hinznftig^ als ihr (oberer) 
Index angibt. Alsdann entsteht das folgende Schema: 


(19) 




+ 

«r 

+ • 


+ • 

• • + 


+ ••• 

+ 

0 

+ 




t+-' 

• + 



+ 

■ 

• 

• 

• • 

. . . 

• 


• 

. . . 

+ 

0 

+ 

0 




• + 



+ 

• 

• 

• 

• • 

. 

• 

• . 

• 

. . . 

+ 

0 

+ 

0 


.+ 0 

i--- 

• + 


+ ••• 


+ 


(dessen .Sb^Msn offenbar aus den Gliedem je einer Bktgoncde des Sche* 
mas (17), im Qbrigen ans Nvidjen bestefien). Hier wird non aber: 

(20) S'f' = Wo + Wi + h w, , 


BodaS also die Dogpdreike (19) in der Tat dio&rgieren moB, da ■»iohv 
einmal ein bestimmter lim 8^*^ existieri 


1) Bei einer unhedingt, also dbsolut konvergierenden Doppelreihe ersoheint 
dies wiedemm ansgescliloBsen, da die Kowoergenz einer Doppelxeihe mit positwn 
Gliedem nnd somit die absciitte Eonvergenz der vorgelegten Doppelreihe darch 
HinznfQlgimg beliebig vieler Snnunanden 0 nicbt alteriert werden kann. 
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9. Urn noch einen aaderen Typns ron eTentuell nur bedingt kon- 
rei^erenden Doppelreihen anznftlbren, werde gesetzt: 

(21) .W_(_ 

WO die eine monotone niemals eunehmende Folge positiTer ZaUen be- 
deuteu, welcbe aofier der Bedingong der Monohnie: 


(32) 

noch der folgenden gentlgen: 


' 9 -. 0 , 1 , 2 , 

.ff=- 0,1,2,-../ 


(23) 

anders geschrieben: 

AoBerdem soil: 

(24) 




.(K-H) 




+ ® 


(0 


/4->oo ^ v->-«e 


sein — woraus dana vemSgp der Jifonokmte der folgi^ daB allgemein: 


(25) 


lim af 0 (v = 0, 1, 2, -•-) 
Uiuo^’’>-0 (ft = 0, 1,2,..-) 
lim = 0. 


Die fragliche DoppeHreibe wird danu dargestellt dureb das Schema: 



«r 


+ 

- + (-1)'* .af + ... 





.+(-iy‘+^a»>+... 

(26). 

+«f 


+ af — 

.+(-ir’-.»+- 


+ (-!)'• 
^ + . . . 

1)-. 


.+(-iy'-^'.a«+... 


Urn ihre Konvergene zu erweisen, betrachteu wir zanSchst einen Ans- 
dmck Ton der Form: 


-« r ” 

+ “ • 


>+1 


+ ... + (_ 1)6 

_... + (_l)6+^a(-;« 


+ (- 1 )". ly - + - + (- 1 )®-'"* 


+ 

>+9 




( 27 ) 
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Infolge der Bedingai^ (22) ist offenbar die Somme der 1**“, 3*“, 
5**°, • • • ZeUe dieses Schemas stets ^ 0. Ebenso folgt mit Hiuzonahme 
der Bedingong (23), daB die Somme der (1*“ + 2*“), der (3*“ + 4*“), • • • 
Zeile ^ 0 sein moB. Hieraos erkeont mao schliefilidb, daB: 


(28) 

Da aber: 


A (I'sl' + tf) \ A 


(29) 




+ (-!)'• 

so folgt mit Bentliizong too IJngL (28): 

(80) 

und hieraus weiter: 




(v + l,»+(7) 




■Vf 


/«+9’ 


(31) 


/«*/< + € 
fW 




w 


Bezeicbnet man jetzt wieder mit 8^^ die Somme aller deijenigen Glieder, 


I (0, 1’) 


wdche den ersten + 1) Zeilen und (y + 1) Kolonnen des Schemas (26) 
angehoren, so hat man ofienbar: 

(82) - (- + (- 

also mit Benfltzong too ITngL (28): 

( 88 ) 

und daher schliefilich nach Ungl. (31): 

I ^ 1 '"0 • 

Aus dieser IJngleichxmg folgt dann aber in der Tat die Konvergena 
der &aglichen Doppelreihe^ da die rechte Seite infolge der Bedingong (24) 
lediglich durch Wahl yon ft und v (onabhmgig von q nnd &) bdiebig Mein 
gemacht werden kann. Dabei wird die betreffende Doppelreihe nur be- 
konvergieren, wenn die so gewahlt werden, dafi die Doppelreihe 


|(»+l,y+a) , j (0,y) 




divergiert.^) 


Im Qbrigen erkennt man, daB aof Gmnd der Bedingongen (22) ond 
(25) aoch jede ZeUe bzw. Sjolome eine Tamoergente Beibe bildet (als 
altemierende Beibe mit monotonen, gegen NuU konrergierenden Gliedem). 
Mit Hinzunabme der Bedingong (23) eigibt siob sodann in gleicber Weise 


1) Dies zntdS z. B. stets der Fall seJn, wenn die Haoptdiagouale des Sohe-' 


mas (26), bH&o eine divergmte 'ReSh.e bildet (Beispiel: a 
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die Kcnvergmg der ZeiJm- bzw. Kohnnmsmmen (die Hbrigens auch aus 
§ 62^ Nr. S. 466^ Satz 11 folgea w^de). Es besteht somit aucb die 
Beziehung: 

( 86 ) 

0 0 0 

• 0 ' 

Dagegen braucht die SeSie der Diagondlen in diesem Falle nicht zn 
koD7ergieren: ibre Konvergene bSngi; Ton der weiteren Beschaffenbeit 
der ajf ab. So entstebt z. 6. bei der in der Fn&note angefSbrten An* 
nabme: honvergente Do^tpelreSie: 


1 

-- +- 

2 “ 8 

1)' 

1 

2 

+ 1 _± 
T 8 4 

+ - + (-ir^-;ri-2 

+ T 

• • 

_1 +1 

4 ^8 


+ (-!)'■ 

■;4^ +(“ 



1 + 

far welcbe die i!ei%e der Biagomlen offenbar lautet: 


1 - 1 + 1 - 1 + 

und somit oseSUart. Man kann bieraus mit Sicherbeit scblieBen, dafi die 
Beihe der Di^onalen a forHori osil^eren mnfi, wenn die noeh ober- 
hcdb ^ y liegen, und daB sie nur hmvergierm Team, wenn sie Jm- 

Imglie^ Idemer sind (z. B. so, da£ die Absolutwerte der Diagonalsummen 
scblieBlicb monoton gegen Null konrei^eren). 

Die Doppelreibe (36) besitzt abrigens die Snmme y, wie am ein- 

facbsten erkannt wird, wenn man znnacbst setzt: -> wo |a:|<l, 

darauf nach Dis^onalen summiert und zur Grenze a; -• 1 tlbergebt: die 
L^timilSt eines solcben Grenzaberganges kann fireilich erst an spaterer 
Stelle (in der Lehre Ton den sogenannten Poienzreihen) erwiesen werden. 
Etwas umsISndlicber gestaltet siob die (infolge der erwiesenen Komer- 
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gen 0 der Doppelreihe fSr deren Summation ausreichende) direkte Berech- 

zLung von S die indessen mit ansscliliefiliclier Bendtzung der bisher 
^->00 ** 

gewonnenen Hilfsmittel voUstandig ausfQhrbar ist (namlich mit Hilfe der 


Beziehang 0 < — Ig 




1 

«+e' 


s. § 34, S. 207, 


UngL (5), (6)). 


§ 65. t^ber eine besondere luordniuig konTei^enter BoppelFelhen 
mit konTei^nten Zeilen und Eolonnen. 

eo 

1. 1st die Doppelreihe = S absolut konvergent (in welchem 

0 

Falle dann nach § 64, Nr. 2 (S. 470) auch alle Zeilen und Eolonnen,. 
sowie die Beihen der Zeilen- bzw. Kolonnensummen konvergieren), so 
steht es zufolge des Satzes von § 64, Nr. 4 (S. 472) frei, die Summation 
in jeder beliebigen Anordnung auszuftihren, insbesondere also in der 
Weise, wie es in dem folgeuden Schema angedentet ist: 



d. h. BO, dafi man zuerst die erste Zeile und die erste Eolonne summiert, 
dann — mit Weglassung der bereits verbrauchten Qlieder; also mit dem 
Diagoualgliede beginnend die zweite Zeile und zweite Eolonne,. 
darauf mit beginnend die dritte Zeile und dritte Eolonne usf. Wenn 
man dann noch die an entsprechender Stelle stehenden GFlieder der 
2*« . . (y + 1)*^ Eolonne und Zeile paarweise zusammenfaSt (also 
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mit it^\ mit • • •, mit • • • fiir: (i > v), so nimmt 
die in (1) schematiscli angedeuteie Anordnung die folgende Gestalt au: 

«r+(«r+«r) +-“+ w +^ t ) + 

+ «« + («f +«f) + . . . + 0 + 

( 2 ) + 

+ + • • • + + 

+ > 

sodaB sioh durch Summation nach Solonnen zunaclist ergibt: 


(3) 8-2.“ +2 W”"+“2.) +-+2(“.‘'*’’+<i.) + 

0 0 0 

und schliefilicb: 

(4) s-2{“;”+.S(“"*”+<i.)i- 

0 1 

2. Es lafit sich zeigen^ dafi die Torstehende nnter der Yoraussetzong 
der absolnten Konyergenz liergeleitete Sninmationsaiiordnuiig f&r jede 
(wean auch nnr bedingt^)) Jconvergente Doppebreihe mit Tconvergmtm 
ZeUm and Kohnnm zulassig ist. 

Yereinigt man die Summe der ersten (n + 1) ZeUen imd der ersten 
{n+ 1) Kolonnen der Doppelreihe^ bildet also: 


( 6 ) 

0 0 0 0 

so sind hierin diejenigen Glieder ewemcA enthalten, welcbe sowohl den 
ersten (m + 1) Zeilen, als auch den ersten (»+l) £olonnen augehSren, 
also diejenigen, deren Summe nach der Ton uns benhtzten Schieibweise 
(s. § 62, S. 450, GL (3)) mit zu bezeichnen ist. Werden diese Glieder 
durch Subtraction Ton 5^"^ aus dem Komplex (5) ^»mal entfemt, so 
bleiben gerade diejenigen Glieder in einfacher Anzabl zuruck, welche den 
ersten (n + 1) Winkelstreifen des Schemas (1) angehoren, also diejenigen, 
welche in (2) bzw. (4) zum Yorschein kommen, wenn man den Index v 
anf die Werte 0, 1, • ■ n besdu&ikt. Man findet also: 

0 0 0 0 0 1 


1) Wie z. B. die Beihe 36) des vorigen Paragrapben. 
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Bildet man den Grrenzwert fiir n — > oo tind beachtet^ dafi daun jeder der 
drei links stehenden Ansdrdcke in 8 ^bergeht, so folgt; 


0 1 

d. h. die Beziehoug (4) Beh^t in der Tat iBre GBltigkeit. 

3. Als Beispiel ftir die AnTrendung der Summationsformel (4) wolleu 
wir die nnter der Yoranssetznng |«| < 1 absolut konvergente Doppel- 
reibe betracbten: 

ea 

( 6 ) 8 « 

1 

ansfahrlidier gescbrieben: 

5 s=s flji -j- -j- , , . ^ -|- 

+ + 

+ 

+ + a’'** + a’"* H h + 

+ 


also^ wenn man nacb Zeilen snmmiert: 

CT s-i^ + rS? + --- + r^ + "--2CT' 


die sogenannte Lambertscbe Beibe, deren absolute Eonvergenz fiir 
I cel < 1, abgeseben ron ibrer Herleitung aus der absolut konvergenten 
Doppelreibe (6), aucb ohne weiteres aus dem IJmstande erkanut wird, 
daB ihre GUeder von den entsprecbenden der fdr | a | < 1 absolut kon- 
vergierenden geomettiscben Beibe ^ce'’ sicb nur nin den fiir v—>-oo 
gegen 1 konretgierenden Faktor unterscheiden. 

Die Anwendung der Formel (4) auf die Doppelreibe (6) (also ftir: 
= o'", fi, V ^ 1) gibt sodann: 


ep OP 

1 1 

1 11 


( 8 ) 
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also schlieBlich mit Beaatznng voa GIL (7): 


ee flo 



1 1 


erne Transformationsformel, durcli wdche die Lambertsche Reibe in 
eine sicbtlidi sehr viel rasoher konyergierende dbergefBhrt lyird. 


§ 66. Anwendimg der Lelire Ton den Boppelreilien anf die 
Mnltlpllkation einfiidi-imendlldLer Beihen. 

1. Sind 2^119 beliebige konyergente Beiben nnd bat man: 

flO do 

( 1 ) 

0 0 

so ist die Doppdmhe: 


( 2 ) 


Mo Bo + Ml Bo A h + • • 

+ « 0®1 + « 1»1 H 1 " + ■ ■ 

+ 

+ + «!»» + • • • + + • • 

' + 


stets leowoergent mid besitzt die Smnme TJ • V, sodafi- also: 


(3) 

0 

Denn, setzt man: 

Mo + Ml H h «^ = 17^ 

«o + »i + • • • + V, =• F, 

und bezeidmeii, analog 'wie in den bisberigen Betrachtungen, mit den 
mit dem Gliede m^b, endigenden iprechtecldgen" Ansaehnitt der Doppel- 
reihe (2), so ezgibt sich: 

s“-D,-n 

nnd daher: 

limS^^Um IL-lim F,- Z7-F, 

/i,r>>‘ee ^ /t->-do »->do 

womit die Bicbtigkeit der Bebianptang (3) erwieseu ist. 

Da fernery wie nnmittelbar ersicbilichi anoh die ZtlUfn nnd Kc^mnem 
der Doppelreibe (2) hmoargiaren, so folgt ans § 62, Nr. 5, Satz (II) (S. 456), 
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dafi audi die iterierten Beihen gegen den Wert U * V konvei^eren, so- 
da6 also: 



BerQcksichtigt nan schliefilich noch den Satz von § 63, JSTr. 3 (S. 462) 
fiber die Beziehnng einer konrergenten DoppdreiJie mit konvei^enten 
Zeilen and Kolonnen zn der erntfachen, ans den f^DiagoncAenf^ gebildeten 
Beihe, so lS6t sich das Gesamtergebnis der Torstehenden Betraobtnng 
folgendennaBen znsammenfassen: 


Fiir das Produkt tvoeief hmvergmter Beihen ^ u^’-U md 
— F giU au^er den Beei^ungen: 


0 0 0 0 0 
ouch die fdlgende: 

oc 

(5) ?7-F=^w,, m: + + 

0 

falls diese letstere Eeihe Jconvergiert. 


Im fibrigen sei noch daran erinnert, dafi das Produkt U- V (anch 
'wenn die Eonyergenz yon nicht besteht oder nicht nachweisbar 
ist) -wie die Snmme jeder kotmrgenten Doppelreihe nach § 62, Nr. 2 
(S. 452) duroh eine einfcuhe Beihe daigestellt Trerden kann, namlich 
diejenige, welche der Grenzw^rtbildong lim entspricht. Man hat 
somit in jed^ Falle anch: 


(6) wo; «>;=(«^+-+M,_i)e,+M,e,+(ooH l-t?,^i)«„ 

0 

(speziell: Wq — 

Die Kmvergene der Beihe ^to,. nnd somit die Gflltigkeit der Por- 
mel (5) ersdieint ohne weiteres gesichert, wenn jede der beiden Beihen 
-S’",, dbsolut fconyergiert. Denn imter dieser Yoranssetznng ist 
offenbai* die Doj^elieihe (2) dbsolut konvergent, und daraus resnltierfc 
Hack dem Satze yon § 64, Nr, 3 (S. 471) nnmittdlbar die absolute Kon- 
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vergenz^) der Bi^malemeihQ (einschlieBlich ihrer Gleichwertig- 

keit mit der Summe der Bqppelre^e^), also mit U-T). Im librigeii 
handelt es sick hierbei lediglich um denjenigen Pall, welcher bereits in 
§ 58, Nr. 5 (S. 411) ohne Bentltzmig des BegrifiFes der Doppelreihe er- 
ledigt warde. 

2. TJm das Giiltigkeitsgebiet der Multiplikationsformel (5) auch auf 
solche Falle aaszndelinen, in denen die Beihen nicht beide 

absolut konvergieren, beweisen wir znnacbst den folgenden Hilfssatz: 

Sind positwe Zalilmfolgen mit dem Qrmmert Null, 

so hat man: 

n 

(V 

0 

tvenn eine der folgenden men (hinreichenden) Bedingungen er~ 
fullt ist: 

1) Eine der beiden Beihen e, B. die erste ist 

komergent 

2) Es Jconvergiert die Beihe ^djb^, wo bsw. b^ die grofite 
der ZaJden (a^, ^,^{.19 * * 0 (Kp K+i9 ’ * *) hedeutet.^) 

1) Dabei konvergiert nicht nnr d. h. 

+ H 

sondem auch: 

+ K V.- 1 1 + • • • -h l»»«ol)- 

ee 

2) In Wahrheit wird also fdr die Ferleitung der Beziehung U*V=^^vw„ das 

0 

oben gefundene Ergebnis, wonach schon die Konvergens von die Gnltigkeit 

jener Beziehung nach sich zieht, hier gar nicht benutst. thberhaupt besitzt jenes 
Ergebnis izn wesentlichen ein rein theoretisches Interesse, insofem es, abgesehen 
von geTTissen ganz speziellen F^en, wegen der verwickdten Beschaffenheit der 
Beihenglieder Uy fast niemals mQglich ist, die Konvergena der Beihe ddrekt 

(d. h. auch ohne Anwendung fumBiionentheoretischer Hilfsmittel) festzuBtellen. So 
ezfolgt auch die Ausdehnung der Formel (5) auf den Fall, da6 nur eine der beiden 
Beihen ^Uy, ^Vy absolut konvergiert, oder auf gewisse Falle, in denen beide 

nur bedingt konvergieren (s. Nr. 3, 4 des Textes), durch den direkten Nachweis 

n 

der Beziehimg U- F«= lim^vto^, wobei dann also die Konvergenz dieser Beihe 

n->oo Q 

als (selbstverstandliche) Folgenmg erscheint, nicht aber ihre etwa anderweitig er- 
folgte Feststellung als Beweismittd dient. 

8) Da die Ov bzw. by schliefilioh gegen Null konvergieren, so gibt es nnter 
den Zahlen (a,., a^+j, • • •) bzw. (&y, 6„+i, • • •) immer hachstens eine endliche An- 

Pringihelm, Vorlesvngen 1, 8. 



486 


Abgclmitt n. Eap. IV. Unendliche Doppelreihcn. 


Nr. 2. 


Beweis zu 1). Bezeicbaet man mit m die groSte in y enthaliene 
ganze Zahl, sodaB also: 

« ■= 2»» Oder n = 2m + 1 , 

BO liat man zimBchst: 

« TO n 

n 0 TO+1 

In der ersten der reclits stehenden Snmmen ist n — i/^n — in 
der zweiten n — Infolgedessen ei^ibt sicb: 

n TO n 00 00 

(9) 2 S + ^0 '2 ®» 

0 0 TO+1 0 in + l 

(wo Sq ^ Bedingnng 2) angegebene Bedeatnng haben, 

d. b. Sq bezeicbnet die grSfito der Zablen (b,, hr-), K die grofite der 
Zablen (b„, bsi+i, • • •))• Wegen lim 6, = 0 nnd der Konyergenz der Reibe 

r-^oo 

^a,. sioh mg so flxieren, dafi gleicbzeitig: 

•0 

^m<^, far: m^ mg, 

TO + l 

00 

tind man findet daher, wenn noch = A gesetzt wird, aus Ungl. (9): 

0 

- f2w 1 

2o,b„_,<s(4 + bg) far: « = ( 2 ^ ^ ^ 2mg, 

also, da es freisteht, e nnbegrenzt zn yerkleinern^ wie bebanptet: 

n 

"-^“0 

Beweis zu 2). Ankntlpfend an Gl. (8) bat man znnacbst fUr )k<m: 

TO h TO 

0 0 i + l 

In der letzten Stunme bat man wie oben: n — also um 

zahl, seiche bzw. \ eireicher oder flbersteigen. daranter idso eine grofite 
Zahl Sy bzw. 6^, Gleicbzeitig mit der Eeihe konvergierb offenbar steta 

ancb die Beibe Konvergieren die bzw. \ monoton (d. b. also niemalB 

zYmebxnend) gegen NnU, so ist die Beibe keine andeie als die Reibe 
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SO mehr: w — (das Grieicliheitszeichen gilt Hbrigens nur far v = 
falls tlberdies n = 2m) and daber: 


( 11 ) 

i+1 k+1 k+1 

Zu beliebig kleinem ^>0 laBt sicb infolge der Voraussetzung 2) To so 
fixieren, dafi: 

00 jn 

(12) ^ ajb^ < Sy also bei 7c < m um so mehr: ^ ^ 

t+i k+1 

(letzteres ganz unabhangig von der Wahl des m bzw. n). 1st jetzt k fixiert, 
so ist n — h der niedrigste Index von in der ersten Summe der rechten 

Seite von Gl. (10) and daher: 

k 

(13) + 

0 

Wegen lim = 0, also anch lim 5^ = 0, laBt sich ffir n eine untere 

V->00 l‘-^00 

Schranke n' so fixieren, daB: 


(14) (*+ 1) 


sodaB sich aus 61. (10) mit Bendtzung der Ungleichungen (12) — (14) 
ergibt: 

^jCLybn^r < 2^, wenn gleichzeitig: q, 

und somit: 

m 

(15) lim 2 <^rK-v “ 0. 

«->oo 


Das analoge Ergebnis findet loan fiir die zweite Summe der rechten 
Seite von GL (8)^ wenn man beachtet^ dafi die Voraussetzung 2) in bezug 
auf und \ symmetrisch ist und daB die &aglLche Summe durch Yer- 
tauschung von v mit n^v die Umformung gestattet: 


n— n»— 1 


(16) ^ %-fiv (^o: « — m — 1 = »» — 1 bzw. =»>»). 


m + 1 


Mitbin ergibt sicb scbliefilicb, wie bebanptet: 

n 

lim2aA-» = 0- 


32 * 
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3. Der erste Teil des ebea bewiesenen Hilfssatzes setzt \ms in den 
Stand, die Gklltigkeit der Moltiplikationsformel (5) nnter der Yoranssetznng 
zn beweisen, nor eine der beiden Reihen, etwa obsoiut kon- 

rergiert. 

Setzt man: 

n 

( 17 ) 

0 

so ei^bt sich znn^st: 

W, — UqOo + 1" 

+ « 0®1 + ^ 

+ 

+ 

+ « 


(18) 

“flF, + «iF,_i A f- «,_iFi + m„Fo=^ «i-F„_, 

und daher: 

0 

n 

(19) 

TT^V-W,^^UyiV-r„_y), 

0 

(20) 

n 

0 

Da^|«,| 

nach Yoranssetznng konvergiert nnd lim | F — F, | = 0 

ist, so ergibt sich durch Anwendung you Teil 1) des vorigen Hilfssatzes 
(ftir: o,-|m,|, 6,-1 Y-FJ): 


lim|D;F-Trj = 0, 

n-^ao 

d. h. schlieBlich wieder: 

( 5 ) 

UV = lim TF„ — Wy. 


Durch Zusammeufassung dieses Resnltats mit dem am Schlnsse von Nr. 1 
ansgesprochenen ergibt sick also: 

Die MuUyMeaiiottsfomtd (5) ist guUig, wem mindestens eine 
der leiden Beihen 2% aisolut hmvergiert. 

4. Wenn die Reihen beide nnr hedingt konvergieren, so 

mdssen natorgemaS noch spezieUe Yoranssetzongen hinznkommen, wenn 
die Reihe ^«g,. Iconvergieren soil. Denn da bei einer bedingt konvei^enteu 
Reihe die absolnten Betide der GUieder- mit waohsendem Index heUdng 
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Imgsam gegen Null konvergieren konnen^), so liegt auf der Hand, daB 
die Glieder + + •■* + Wv«?o ™ allgemeinen sogar nicht 

einmal den Grenzwert Null besitzen werden. 

Wir woUen tier nur diejenigen Falle naher ins Auge fassen, in 
welchen mindestens eine der beiden Beihen zu einer cibsolut konvergenten 
wird, wenn man je zwei unmittelbar anfeinander folgende Glieder zu 
einem einzigen vereinigfc (wie z. B. bei jeder konvergenten alternierenden 
Reihe) und beweisen zumLchst den folgenden Satz: 

00 

Wenn die Beihe ^ (^ 2 , + +i) absolut Jconvergiertj wok- 

0 

rend nw hedingt m konvergieren Irauchen, so isb fur 

die GaUigkeit der MultipliJcationsformel (5) notwendig und hin~ 
reichend^ da^ eins der folgenden zwei Bedingimgspaare hestdit: 

m m— 1 

(21a) lim ^ 2^“2. + l«2m-2r-l = 0, 

0 0 

Oder: 

m m 

(21b) Um = lim ~ 0. ®) 

0 0 

Beweis. Nach GL (19) hat man fflr « = 2j»; 

im 

• y- = 2*uxr- 
0 

also dnrch Trenaung der Glieder mit geradem und ungeradem Index: 

m— 1 

(22) V — IF2„=^^»{2«g,(F — F3„_2,) + Mj,+i(F F2„_2„_i)} 

+ «*.(F-F,), 

und, wenn man in der ersten Gliedergruppe 

1) Fgl. § 89, Nr. 8 (S. 416). 

2) Anders ansgesprochen: Die ffir die Konvergenz von notwendige Be- 

dingnng lim = 0 ist schon erfOllt , wenn sie fdr gerades oder nngerades n in 

n-^oo 

der Weise besteht, daB jeder der beiden BestmdteUe von : 

K — «o»n + «2«»-2 + «4«n-i H 

«»"— + «.«»-» + H 

(so weit fortznsetzen, bis die Snmzne von selbst abbricht) einzeln gegen Noll kon- 
vergiezt, und diese Bedingong ist daTin zugleich auch fOr die Konvergenz von 
himeichend. 
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setzt: 


2m — 2r 2y 

m— 1 


^m— 2y— 1 ^2in-2» 


(23) 17 , + 

0 m 

+ “am^~ 

0 

anders gesclirieben: 


(24) 
wo: 

(25) 

(26) 


TFg- =“ ' y "I" ^Sm> 

in— 1 

s„ (m», + «J.+l) (1^- ^*m-(2»+l)) > 
0 
m 

’sm “ ^iv^im—SV 


Da ^|«s, + Ms,+i| konvergiert und lim | F— Fj^^, | = 0, so folgt 

y->oo 

aus dem ersten Teil des Hilfssatzes yon ISTr. 2, daB: 

m-l 

lim 1 1 ^ ■ I I ■“ 

m-yop 


nnd man findet daher aus 61. (24): 

(27) ^ Tr,„ =. ?7F + ^ «p,'„ 

m->>ee m*>oo 

als diejenige Beziehong, welche fiber die Konrergenz oder Dirergenz Ton 
TF,„ ffir m — >■ 00 Ausknnfli gibt. Insbesondere folgt darans, daB dmn 
und nur dmn 

lim TF,„ = UV 

m->-oo 

wird, mit anderen Worten, daB die bei einem Gliede mit geradem Index 
abgebrocbene Beihe naeb dem Werte UF konvergiert, wenn: 


m 

(28) lim «>,'„ = Urn -0 

m->oo 

0 

ist. Da andererseits: 

^2m “ ^lm-1 "1“ ^2m? 

SO ergibt sich welter als notwendige und hinreichende Bedingung daftir^ 
dafi auch 

00 

lim TF,„_i ■— UV (also schUeBliob: — Z7F) 

m->>oe 

0 
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wird, die Beziehung: 

lira =- 0, 

m->eo 


welche mit Biicksicht aaf die bereite bestehende Beziehocg (28) aach 
durcli die folgende ersetzt werden kann: 

lim 

n->oo 

d. h. 

m— 1 

(29) — 0, wenn gesetzt wird: _i . 

0 

Damit ist zonachst die Belxanptong, soweit sie sich atif die mit (21a) 
bezeiclmeten Gleiclmngen bezieht, bewiesen. 

Um dieses Eigebnis aucb auf die Gleicbnngen (21b) auszudekaen, 
hat man nur zu beachten, daB wegen der Eonyeigenz Ton Wgy + Uiv+i | 
der erste Tell des Hilfssatzes Ton Nr. 2 ohne weiteres die Beziehnugen 
liefert: 

m 

m 

» + l)®*m-Sr + l ”■ 

welche, wenn nach Aualogie Ton Gl. (26), (29) noch gesetzt wird^): 


(30) M’jm+l 

0 0 

sich auch folgendermafien schreibeu lassen: 

lim («),'„ = 

li“Km+* + «’s„+i)“0. 


(31) 


Daraos folgt aber, daB gleichzeitig mit den Bezieuongen (28), (29) stets 
aach die folgenden (oben mit (21b) bezeichneten) bestehen: 

(32) Um - 0 , Um - 0 

m->eo m->-oe 

tmd amgekebrt. Die letzteren sind also unter der gemachten Yoraus- 


1) Vgl. die vorige Fnfinote. 
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setzung gleidifalls noiwendig und hinreichend fiir die Giiiltigkeit der 

ee 

Bezielnmg UV •= ^w,,. 

0 

Zusatz. Setzt man \%\ = a^, so orgibt sich aus dem 

zweiten Teile des Hilfesatzes ron Nr. 2, daS die Bedmgungen (21a) bzw. 
(21b) sioher erfbllt sind, wenn. die a. a. 0. mit bezeicbnete Beihe 

hmvergiert. Die Kmvergens der letzteren bildet also zusammen mit der- 
jenigen + eine hinrmhmde Bedingung ffflr die Gflltig- 

keit der Moltiplikationsformel (5). 

5. Einfachere Formen von notwendigen imd binreichenden Kon- 
vergenzbedingungen ergeben sicb, wenn man eine der beiden Beiben 
nocb weiteren Einscbmnknngen nnterwirft. Insbesondere gilt 
der folgende Safz: 

oo 

1st aufier der Beihe ^^(«s, + Ms,+i) eine der fair 

genden: o 

«0 00 00 

1) , + 2) ^^(®2,4.1 + »s, + 2)> 3) ^^(®3, + ®2» + l) 

0 0 0 

absolut Tamvergent, so ist die fur die Kowoergenz der Beihe 
(und die G^tigJceit der MvMpWuUionsformel) notwendige Be- 
dingung: 

lim =» 0 

91 ->-00 

mclh hinreichend^ und mar soga/r schan, wenn ihre Exi^tens 
im Fcdle 1) wwr fdr gerade oder wur fur ungerade n, im Falle 2) 
fur gerade n, im Falle 3) fiir ungerade n vorcm$geset 0 t wird. 

B ewe is. Die erste der genannten Zusatzbedinguiigen l^t sich 

mit der nrsprtinglichen Voraussetzung der absoluten Konvergenz von 
00 00 

(«<* , + Ms,.+i) dalun vereinigen, daB die Beihe ^ | m, + | als kon-- 

0 0 " 
vergent vorausgesetzt wird. Und da andererseits TJ in die Form 
gesetzt werden kann: o 


(33) 




so konvergiert also TJ in dieser letzteren Gestalt dbsolui. Setzt man also 
zor Abkiirzang: 

(34) ■|•(«, + w,+i) = (v = 0, 1, 2, • . .) nnd speziell: y«o 
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so ergibt sich nach Nr. 3 zunachst: 

00 

(35) wo: = + + + 

0 

Man hat nun insbesondere: 

(36 a) 1 = yWo 

und fiir V ^ 1 ; 

= |■»0»r + i(«0 + «l)®,-l + y(« 1 +«*)».-» + ••’ + |(»»-l + »,)®0 

(36b) =*i(w,_i + w,) 

und daher: 

n n ft 

(37) 2 ^ e^o + K-i + «’.) =2 - T"’" • 

0 10 

lafolgedessen ergibt sich: 

CO ft 

(38) 2 w, - hm w, + -!«,„) = I7F 

0 0 

mit Rilcksicht auf Gl. (35) dam und nur dam, weim: 

(39) Km w„ = 0. 

ft ->00 

Da im Kbrigen wegen der ron Tomhereii) bestehenden Eonvergenz 
Ton (s* (35)) stets: 

Km «>„ = 0, idso nach (36b): Km («o*_i H- *®«) 0, 

n-^oo ft-^-oo 

SO folgt; daB jede der Beziehungen: 

(40) lim«;,„-.0, limw;j„+i=0 

m->oo m-Voo 

die andere nach sich zieht nnd dafi es daher, wie behauptet wnrde, in 
der Tat gentlgt, eine dieser beiden Bedingongen als bestehend vorans- 
znsetzen, nm darans die Ezistenz der Gleichnng (39) und damit die Eon- 
vergenz der Beihe zu folgem. — « 

Wir betraohten jetzt Bweitens die Annahme, dafi aufier («*,+«,, 

« 0 
die Reihe ^ (cg.+i + ®8.+o) dbsolat konvergiert Nach dem Satze der 
0 

Torigen Nummei (s. Gl. (28), (29)) ist die Eonvergenz Ton gesichert, 
falls die Beziehung besteht: 

(41) Km - Km = 0 , 

m-^oe fft-^oo 
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wo: 

m 

0 

Man hat nnn: 


in~l 

!^^2v + l^atn-2v~l- 
0 


i»-l 

^Sw “ ^ 2 ff» ^ar + 1 ^ 2 m-Sr-l) + ®^ 2 jn ^0 

O' 


wi — 1 

** (^ 2 v + %»'+l)*^ 2 w -2 V 

0 

m — 1 

2j»— 2r— 1 

0 

Ersetz^ man in der zweiten Summe v dnrcli m — v — 1 imd beniitzt fQr 
die linke Seite die Beadeknng + ~ “’»m> ®® ergibt sich: 


(42) 




m — 1 

^7 + ^2y +l)®2w-2 V 

0 


m — 1 

■~^ 2 ^(^ 2 v+l + ® 2 y + 2 )** 2 in- 3 y-.l + ^fm^O* 

0 

Da die beiden Smnmen infolge der Konvergenz yon | , 

-S’ksv+i + ^av+al dem ersten Teile des Hilfssatzes yon Nr. 2 (wo- 
bei by einmal dnrch das andere Mai durch u^y^i mi ersetzen ist) 

far m — > oo gegen Null konyergieren, so findet man: 

(43) lim - 2<J = lim (2 J » 0 

jn->-«o m-^'oo 


und darans folgt^ daB die Beziehung: 

(44) lim «o,„ =- 0 

als (notwendig nnd) hinreichend for das gleichzeitige Yerschwinden 
Ton limwj^ und limw,"„, also nach Gl. (21a) bzw. (28), (29) fttr die 

Konvergeng tou erscheint. 

Im FaUe 3) findet man analog mit GL (42) die Beziehung: 


(45) 


2^+i-Wjn+i I 


m 

H~**2y+l)^2m.4-l-2y 

0 

m 

0 
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und da wiederum nach dem ersten Teile des Hilfssatzes yoxl "St. 2 diese 
beiden Summen fiir m > oo gegen Ifull konvergieren, so folgt: 

(46) Jim = Km (Swj'm+i - w,„+i) >= 0, 

m->oo m->aD 

also mit Beracksichiigung too G-L (21b) bzw. (32) sohKefiKch: 

(47) lim - 0 

tn-^oi 

als (notwendige und) hmreU^tenBe Bedingong f&r die Konvergenz Ton Sw,.. 
-Damit ist der aasgesprochene Satz ToUsISiidig bewiesen. 

Zusatz. Eine hinreiehende Bedingang wesentUch anderer Art ge- 
winnt man nnter der Voraussetzung, daB die Reiben^|ttj, + Ma.+i| imd 
^l%v+i + “s»+ 2 lj aiich + konvergieren (Fall 1) des 
Torigeu Satzes), in folgender Weise. Maa hat: 

» n 

!)"«, • (-I)”®.-.- 

0 0 

Durch Anwendung der Ahdschm Transformation (s. § 59, S. 416, Gl. (15)), 
namlich: 

n n— 1 

0 0 
ergibt sick also: 

«’» ((- 1)”". - (- (®» - ®„-i + • • • + (- 1)”®.-.) 

K + - ®„+i-, + • • • + (- IF®.) 

° +«,(®o — ®i + -” + (— 

Wild auf die erste Summe eine analogs Schlnfiweise angewendet 
wie beim Beweise zn 1) des Hilfssatzes zn Nr. 2, wobei man 

o„ durch |m, + «,+i|, durch + + 

also spezieU: \ durch |«;,| zu ersetzen hat, so ergibt sich mit Bdcksicht 

auf die Eonrei^enz von^|«, + «,^i|, wenn nooh yorausgesetzt wird, 
00 

da6 auch die Beihe ^(— !)*'«. honv&rgiert (mithin 
0 

|®,_. I 

stets nnter einer endKchen Schranke bleibt und fSr v ^ Y und hinlang- 
lich grofie n beKebig klein wird): 

Km w, — 0 , 

n->-oo 
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und somit nacli dem Torigen Satze die Eonvergenz der Reihe Man 

findet also: 

Komergiert mfier 2%, 2% BeOie , ^|j 

so ist das Hineukommen der Komergem von 2ir~ (anders 
ausgesprocken: der Komergene von Sv^^ oder kin- 

reuAende Bedingmg fur die GitltigJceit der MuU^likxdionsformd. 

6. Die Yoranssetznngen Ton Fall 1) des Hanptsatzes der vor^en 
I^nmmer sind offenbar erfoUt, wenn gesetzt wird: 

M,-(— I)'®, (v=^ 0,1, 2, 

wo a, ^ > 0 und lim a, -= 0, wenn also -S'm,. eine cdtemierende 

V->00 

Beihe mit numerisch monoton gegen Null konyergierenden Gliedem. Ist 
alsdann 2% Reihe derselben Art, etwa: 

%-i-^rh (v=o,i,2,...), 

so ergibt sich zunachst: 

n 

0 

sodaB nacb dem Satze der Yorigeu Nummer die Bediugung: 

n 

(48) = 0 

als notwmdig und Mnreiehend fur die Goltigkeit der Multiplikations- 
formel (5) ersobeint. Dieselbe laBt sich tibrigens durch zwei Bedingungen 
einfacherer Art ersetzen. Man hat zunachst: 

n 

, '>K-^Ov 

( 49 ) 

^ 0 

Andererseits ist: 

2»+l n n 

I^Sn+ll + + 

0 0 0 

n n 

(50) < \ a, + a„ \, 

0 0 

und man findet daher, da nacb GL (46) die Beziebung lim = 0 fiir 
die Konvenrenz von scbon binreicbt: 
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FiJi/r die Anwendba/rkeit der MiMpUkatumformel (5) auf 

OD 00 

die leiden dtemierenden Beihen 1)* * ' K 

0 0 

mit mmerisdi monoton gegen NvM honvergierenden Qliedem ist 
notwendig md hmrek^iend, dafi: 


(61) 


Da ferner: 


(52) 



0 . 





uud andererseits nach dem zweiten Teile des Hilfssatzes von Nr. 2 (S. 485) 
die Eonvergene der Reihe stets die Beziehung (48) nadi sicli ziebt, 

so ergibt sich weiter: 

Fur die AnicendbarTceit der MuUipUkaHonsformel auf die 
Beihen 2(r~ 1 )’' ' 2(r~ 1 )” ‘ tnldeit die Besiekmg: 

(53) lim n • = 0 

91->00 

ciwe noitoendige, die Eonvergene der Beike eine hin- • 

reiehende Bedingung.^') 

Hierans folgt z. B., dafi f!ir die Beihen 


1 1 

die Prodnktformel konrergiert oder direigiert;, je nachdem jp + 9! > 1 
Oder p + 2 ^ 1, da im ersteren FaUe die Beihe ^ konTei^ert*), 
im letzteren lim n • — ^ — 1 oder =■ oo wird. 


1) Dies wiirde sich auch schon axis dem Znsatze za Nr. 4 (S. 492) mit Be- 
xacksichtigiuig der Schlufibemerkong von Fa6n. 1, S. 486, eigeben. 

2) Speziell eigibt sich also (vgl. § 69, S. 414, Gl. (9)): 

(igs)*- (^(- 1)’-^ • 7)’=- • c., 

1 1 


VO: 
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Crbrigens laBt sich jede der obigen der Form nach ganzlicli verschie- 
denea zwei Bedingungen auch so nmgestalten^ dafi sie der Form der 
anderen moglichsi nahe kommt (wobei allerdings, wie leicht zu sehen, 
jede der betreffenden Bedingungen etwas an Tragweite verliert). 

Erstens ergibt sich; wenn man die als notwendige Bedingung erkannte 
GHeichung (B3) in die (1 + p)*® Potenz (p > 0) erhebt, daB auch die Be- 
ziehung: 

lim =* 0 

«->oo 

eine noivomiige Bedingung liefert, und da diese letzjbere nach § 50, Nr. 1 
(S. 336) immer die Konvergenz der Eeihe nach sich zieht, 

so kann man sagen, es bilde 

die Konvergenz von eine hinreichende, 

» » » (far jedes p>0) eine not- 

wendige Bedingung 

(sc. fur die Giiltigkeit der Multiplikationsformel). Da es hierbei freisteht, 
p > 0 beliebig zu verkleinem, so zeigt diese Formulierung, daB die Kon- 
vergens! von sozusagen „ndhem^‘ als notwendige Bedingung er- 

scheint. 

Zweitens ist ja die Idwrekhende Bedingung der Konvergenz von 
sicher erMlt, wenn die einem der bekannten Konvergenz- 
kriterien erster Art gendgen, namlich (s. § 50, S. 336, Formel (O')): 

(54) iim aj )^ < oo bzw. ^) lim Lj^{n) • (Ig^ w)?- < oo (p>0), 

n-^-CD 

sodafi also diese Bedingungen gleiclifalls ids hinreichende zu gelten 
haben und die Yergleichung mit der als notwendig erkannten Be- 



1) Dabei ist: 


£t(n) = n ■ Ign • • ■ lg*n. 
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dingung (53): 

lim « • a.5_ = 0 

n n 

n-^oo 

zeigt^ dafi diese letztere gewissermafien nicht sehr weit dayon entfernt ist, 
eine Mnreichmde zu sein. 

7. Die Vergleichung der notwendigen Bedingung (53) mit den hin- 
reichenden von der Form (54) legt die Frage nahe, welche RoUe in dem 
vorliegenden Zusammenhange die Qrenzwerte von der Form lim w Ig w • 

n->oo 

bzv>. spielen. Wir wissen bereits, daB das Verschwindm 

»->-oo 

dieser Grenzwerte (im Gegensatz zu demjenigen von heine 

n->oo 

notwendige Bedingung fdr die Eomergenz der Reihe mono- 

tonen Gliedem!) bildet, aber docb nur in dem Sinne, daB jene Grenzwerte 
auch bei monotone9^ Ahn^iime der Reihenglieder nicht m existieren hrmchen 
(s. § 53, Nr. 4, S. 369), daB aber, wenn jene Grenzwerte nicht existieren, 
jedenfalls das Yerscbwinden der entsprecbenden unterm Limites fur die 
Konvergens durcbaus unentbehrlicb ist (s. § 47, S. 319, FuBn. 1). Da- 
gegen bat die Beschafifenheit jener Grenzwerte bzw. unterm Limites auf 
die Konvergenz bzw. Divergenz der Produktreihe in dem vor- 

liegenden Falle uherhawpt heinen majSg^endm Einflufi. Es gilt namlicb 
der folgende Satz^): 

JBedeutet {M^ eine mit v lelielig langsam ins Unmdliche 
tvachsmde ZMenfolge, so Mdet die Bejsidiung: 

lim nM„ • = 0 oder auch nur: lim • aj>^ =» 0 

n-Veo n’^'OO 

Tceine notwendige Bedingung fur die Konvergenz der aus 
2(r~ I)' ■ 1)' * K gdnideten BrodiMreike Vid- 

mdir hmn die letztere hmvergieren, sdbst wenn: 

lim • aj>^ =■ oo 

«->oo 

ist. Andererseits Wdet eine Bezieikung von der Form: 
lim L^(n) • a„b„ = 0 

n-yop 

noch Tceine himekhende Bedingung fur die Konvergenz von 
toie grofi auch Jc angenommen werdm moge, 

Beweis. Wir bezeicbnen mit (mj, (mj) zwei mit v monoton ins 
Unendliche Wachsende Zahlenfolgen, deren nabere Gharakterisierung wir 


1) Man vergleiohe daanit den Satz (TV) des § 63 (S. 869) 
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(v^i, 


dann BLfit sich. zunachst zeigen, daB die Reihe auf Grund der Be- 
diDgungen (51) sicher hmvergieirt. Man hat namlich: 

n ft w 

^ ^ <]/« ^ Vv 

Da aber ^s. § 51, S. S49, GL (32) far 9 = : 

n 


SO folgt: 

nnd ganz analog: 


-^00 


sodaS die Bedingangen fQr die Konvergene Ton in der Tat erfailt 
siud. Zngleich hat man: 




» ft n Wl„9W- 


Wahlt man also w,, »»,' in der Weise, daB Jf„ (z. B. = 

-wo 0<p<l) Oder (z.B. jM/=lgilfJ, 

so wird Um von NuU versdiiedm bzw. sogar vmndlidi grofi. 

n •>« 

Damit ist also der erste Tail des ausgesprochenen Satzes erledigt. 
Urn anch die Richtigkeit des zweiten zu beweisen^ setze man: 

It 1 




K 




.*+ 1 ’ 


(fOr wo m 80 zn wahlen ist, dafi lg;t+i^ positiv ausfallt), ao- 

daB also: 

lim it(n) • a,\ = lim 0 . 


Andererseits hat man: 
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Da aber (s. § 51, S. 348, SchluB ron Nr. 4): 

n 

m 

und daher: 

ft 

lun6„.^o^ = l, 

n->oo 

m 

BO folgt mit B^cksicbt auf die Konvergenzbedingmig (51), dafi die Beibe 
dvoergiert. 

8. Es verdient hervorgehoben zu warden, daB die Konvergenz der Beite 
d. b. welcbe auf Grund des Zusatzes zu Nr. 4 (S. 482) 

bei mono ton ^) gegen Null konvergierenden |Vy| unter den in Nr. 4 — 6 
bebandelten Voraussetzungen eine Mnreichende Bedingung ftir die Giiltig- 
keit der Multiplikationsformel bildet und in dem besonderen Falle der 
aUernierendm Beiben ^yndhe^u^ als noiwmdig erscbeint (s. Nr. 6, S. 498), 
im allgemeinen den letzteren Gbarakter Izemeswegs besitzt. Dies leucbtet 
unmittelbar ein, wenn man beacbtet, dafi ja aus der Konvergenz jener 
Beibe nicbt nur das Verscbwinden Ton 


n~^co ft-^oo I 

Bondem sogar dasjenige von 

n ft 

lim 2 “ lim 5 1 i 

ft->-eo 

0 0 

resultiert und daB (abgeseben yon dem bier nicbt in Betracbt kommen- 
den Falle aus gleicbbezeicbneten Gliedem bestebender, also absolut kon- 
vergenter Beiben) nur gerade im FaUe der altemierenden Beiben 


0 0 

wird. Im iibrigen laBt das folgende Beispiel erkennen, wie weit die frag- 
liche binreicbende Bedingung davon entfemt ist, eine notwendige zu sein. 
Verstebt man wieder unter (a^), (6J positive, monoton gegen Null kon- 
yergierende Zablenfolgen und setzt wie frdher: 


dagegen: - (-I)” ■ «j,+i - (-1)’ • 


1) Sind die \tiy\ =>== \vv\^hv nichi monoton, so hEtte man die Beihe 
^avl>v in dem vorliegenden Znsammenhange dnrcli (s. den Znsatz zu 

Nr. 4, S. 492) zu eisetzen. 

Prlngihelm, Torlesiugen 1, 2. 


88 
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80 hat man: 

OD «0 

+ &2»+l) “ + + + ^7 H • 

0 0 

flo ee 

Da aber die Reihen^^(— nnd^^(— einzeln konyer- 
0 0 

gieren, so gilt das gleiche anch von ihrer Differenz, also von der Reihe: 

ee ee 00 

0 0 0 

tmd da anherdem auch^u, die Eigenschaft besitzt, dafi + j 

und +«*»+* I konrergieren, so sind die Bedingongen des letzten 

Satzes Ton Kr. 5 (S. 496) samtlich erfullt, womit die Eonvergenz der 
Reihe .S’w^ gesichert ist. Andererseits steht es aber olEenbar frei, die 
thy, \ ielidng langsam gegen Nnll konrergieren zu lassen nnd so eine 
Idiebig starJce Divergene der Reihe ^a^by zu erzengen, ohne dadurch die 
Konvergme der Reihe ^Wy zn beeintrSchtigen. 

§ 67. Sonyei^nz- nnd Direi^nzlaiteTien ffir Doppelreihen 
mlt nieht-negattyen Gliedern. 

1. Nach dem in § 64 gewonnenen Hanptresnltat (s. a. a. 0. Nr. 4 und 6, 
S. 473, 474) erfordert die FeststeUnng der unhedingien Eonyergenz einer be- 
liebigen Doppelreihe lediglich die Benrteilung der Konvergene oder JD-mar- 
gem einer ansschliefilich ans Gliedern ^ 0 bestehenden Doppelreihe. 
Als natorgemSfies B.ilfsmittel znr Erreichung dieses Zwecks bietet sich, 
analog wie bei den einfachen Reihen, die Yergleichnng der a’'*^ mit dmi 
entsprechenden Gliedern einer bereits als Tcomergent oder divergent er- 
kannten Doppebreihe. Dabei ergeben sich in bezug anf die Ansflihnuig 
dieser Operation mei MSglichkeiten, je nachdem man daranf ausgeht, 
ganz direkt die Konvergene oder IHvergene der DoppelreOte cds solcher 
oder aber diejenige der ans ihr durch Anordnnng der GUeder nach Dto- 
goncden herrorgehenden einfcuihen Reihe zu ersdilieJSen (deren Eonrer- 
genz oder Diyergenz ja mit deijenigen der Doppebreihe znsammenfaUt — 
s. § 63, Nr. 1). Obschon die meite dieser MSglichkeiten namentlich in 
bezng anf die Bildnng yon NonTrer^enzkriterien sich als die yorteilhaftere 
erweisi^ so woUen wir doch, gerade nm dies deutUch zn machen, znnSicbst 
anch die erste knrz erSrtem. 
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Bezeichnet man wieder mit 8^^^ die Somme desjenigen endlichen Aus- 
schnittes der Doppelreihe, wdcher begrenzt wird Ton der (ji+1)^ Eolonne 
und {v+ 1)*®*^ Zeile, so erkennt man znnachst, daB die 8^^ infolge derVoraos- 
setzung'a^’'^ ^ 0 eine monotone Doppelfolge bilden. Darans folgt aber, 
daS eine Doppelreihe der betraohteten. Art nor Jconvergieren oder eigent- 
lich divergieren kann und da£ insbesondere die Konvergensf gesichert iat, 
wenn nor festgestellt werden kann, daB die 8^^ stets unter einer festen 
positiTen Schranke bleiben. Das letztere ist aber offenbar der Fall, wenn 
eine Beziehung Ton der Form besteht: 


(1) 






far: 


ft ^ w, V 
V (I 


0 , 1 , 2 ,-.. 

0 , 1 , 2 ,..., 


unter das allgemeine Glied einer bereits als konvergent erkannten 
Doppelreihe, unter G irgendeine positive Zahl, unter n zwei nattir- 
liche Zahlen verstanden. Denn bezeichnet man mit die Summe der- 
jenigen Glieder welche den in der Summe 8^^ enthaltenen ent- 

^ I \ 

sprechen, und setzt lim = s, so folgt aus (1): 




Hieraus gelit aber auf Qrund der oben gemachten Bemerkuug ber- 
Tor, dafi aus dem Bestebep der Beziehung (1) allemal die Komergene 
der Doppelreihe resultiert. 

Setzt man so lafit sich die Bedingung (1) dxurch die fol- 

gende ersetzen: 


(3) 


far: 


V 

\v>n, (i 


0 , 1 , 2 , 

0 , 1 , 2 , 




(4) 


bztere 

kann man in 

die folgenden drei Teilbedingungen 

(a) 


fOr: 

lt>m, v^n. 

(b) 

IIA 

f) 

v>». 

(c) 


V 

li>m, v>n. 


Da femer die TTngleichung (3) und folglich auch die drei Ungleichui^en (4) 
sicher erftUlt bleiben, wenn man die Zfdilen m, n sukzessiTe durdh zwei 
immer grdjSa^ werdende, etwa n'>n ersetzi^ so ziehen dieselben 

stets die folgenden nacb sicb: 
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, (a) lim < oo far: v = 0, 1, 2, • • • , 

( 5 ) , (b) < ca far: ft 0, 1,2, •••, 

(o) Dm Oj’'^-a^<oo. 

Diese letzteren erscheinen daber TorlEaf^ nur als notwendige Be- 
dingungen far das Bestehen der Ungleichnngen (4) bzw. (3). Umgekehrt 
folgb nun aber zuimchst aus Ungl. (5 c), daB der betreffende Doppellimes 
eine bestimmte positive Zahl g sein muB und daB daher (vgL § 41, S. 261, 
Ungl. (7)), wenn g' > g angenommen wird: 

(6c) < g' etwa far: (i>m, v > «. 

Perner ergibt sich aus UngL (5a), (6b), daB gesetzi warden kann: 

(6 a) ^ g’-''^ far; #t > m, v = 0, 1, • • •, », 

(6b) » v>n, ft — 0, 

wo g’-‘"\ g^ gewisse positive (mit v bzw. /t im allgemeinen veninderliche) 
Zahlen bedenten. Diese drei Ungleidiungen gehen aber schliefilicb in 
die mit (4) bezeichneten aber, wenn man — was ofPenbar freisteht — 
9^"^ 9/1 durch eine einzige Zahl G ersetzt, welche die grofite der 
Zahlen g', (v — 0, 1, • • •, «), g^ (/i — 0, 1, • • •, m) vorsteUt. 

Hiemach erweisen sich die Bedingungen (5) auch als hinreichend 

eo 

far die Kowce/rgeng der Doppelreihe Dabei ziehen ofPenbar die 

0 

Bedingungen (5 a) bzw. (5 b) nur die Konvergenz jeder einzelnen 
bzw. Kolonm nach sich, wahrend dann unter der ausdracklichen Yoraus- 
setzung, daB jede Zeile und jede Eolonne konvergiert, die Bedingung (5 c) 
erst die Konvergenz der Bojopdreihe zur Folge hat. Insbesondere ist also 
zu beachten, daB auch kane eineige der in (5 a) bzw. (5 b) enthaltenen 
unbegrenzten Polge von Bedingungen mibehrlich ist, da schon die Dvoer- 
gene einer einzelnen ZeU4 oder Kohnne auch die Divergme der Doppd- 
reihe nach sich ziehen und daher die Wirkung aller abrigen Bedingungen 
iUusorisch machen warde. 

Dagegen kann unter einer bestimmten Yoraussetzung die Bedin- 
gung (5 c) entbehrt warden, wenn nSmlich die Beziehungen (5 a), (5b) in 
dem Sinne glekdimafiig^) erfaUt sind, daB an die SteUe der Ungleichun- 

1) Bezaglich diesei AnsdrnokBweiBe vgl. § 43, Kz. S, 8. 376. 
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gen (6 a), (6 b) die folgenden treten: 

(a) £ G fdr: ii>m, v-0, 

(b) far; v^n, = 0, 1, 2, • ••, 

mit anderen Worten, wenn die in (6 a) nnd (6 b) mit bezeiclineten 

Zahlen auch fttr i; = 0, 1,2, ••• nnd fi==*0, 1,2, ••• m infinitum eine her 
stimmte ohere Orenze O haben (was ja ohne ausdrflckliche Voraussetznng 
bzw. obne das Hinzutreten der Bedingung (5 c) nicbt der Fall zn sein 
brauchte). In der Tat sind ja dann die Bedingnngen mit den ursprting- 
licben Konvergenzbedingungen (3) vollkommen identisch. 

2. Eine einfaehere Fassung des Eonyergenzkriteriums ergibt sich, 
wie bereits oben angekdndigt wnrde, wenn man die zu untersuchende 
Doppelreihe und dem entsprecbend auch die Vergleichsdoppelreihe von 
vomherein nach Diagonalen geordnet als einfache Beihen, also in der 
Form: 

2 bzw. J(.<»+or‘>+-+«r; 

0 0 

in Betracht zieht. Dabei tritt also irgendein bestimmtes Glied 
bzw. in derjenigen Gliedergruppe auf, welche durch den Index 
X = (i, + v bestimmt wird. Und es erscheint daher fur die Konvergene 
jener aus den gebildeten einfacheu Reihe (also aucb f(ir diejemge der 
ursprtlaglicben Doppelreihe) hinreichend, •wenn nor von einer bestimmten 
GUiedergruppe ab, etwa fOr ft + v ^ Z; 

(8) a® + + ■ • . + e («»+«<>-» + ... +c»>) , 

und diese letztere Bedingung ist sicher erfOUt, wenn: 

(9) far: ft + v^Z, 
anders geschrieben; 

(10) Ci"’ • ^ far: li + v^l, 

fl 

unter G wiederum eine beliebige positive Zahl verstanden. Diese Be- 
dingung laSt sich aber schliefilich auch durch die folgende ersetzen: 

(la) Dm < oo , 

sodafi also an die Stelle der frUheren drei Bedingungsformen (5) jetzt 
eine emeige tritt. Dabei sei ausdracklich bemerkt, daB der hier auf- 


( 7 ) 
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tretende obere lAmes kein dberer DogpeUimes (s. § 41, Nr. 2, S. 261), 
sondem der obere Limes der einfach nnendlichen Zahlenfolge: 


ist. 


CiWojW, 




Die namliclie Schlofi'weise wQrde bei Vei^leicihung von mit dem 
allgemeineD Giliede einer bereits als divergent erkannten Doppelreihe 


Beziehung: 

( 11 ) " 


als hinreichende Bedingung fdr die Bivergenz der vorgelegten Doppel- 
reihe ergeben. Unterwirft: man indessen die zam Yergleiche heran- 
gezogene Doppelreihe der gewissermaSen selbstyerstandlichen Be- 

dingnng, da6 ihre Bwergene nicht lediglich durch diejenige irgendeiner 
Oder mehrerer Zdlm oder Kolonnm erzeugt werden soil, also durch 
deren Weglassung beseitigt werden konnte, daB vielmehr die Doppel- 
reihe ^8.ch Weglassung jeder beliebigen endlichen Anzahl 

Ton Zeilen und Eolonnen stets dvoerge/nt bleiben soli (wShrend im Gl-egen- 
teil keine einzige Zeile oder Eolonne zu divergieren braucht), so erscheint 
oflPenbar die Bivergenis von gesichert, wenn nur von einer be- 

stimmten Stelle ab, etwa fdr ft ^ v'^n^ eine Beziehung von der 

Form besieht: 

(12) a W ^ g • (wo : p > 0), 
anders geschrieben: 

(13) ^ g fSr: v^n, 


oder aach schliefilich: 

(Ib) 

eine Bedingung, die offenbar weniger verlangt, als die durch Ungl. (11) 
dargesteUte.^) 


1) Die Ungleichung (11) enthSlt ja, wie aus dei Bedeutmig des Aus- 
drucks lim JD^ - leicht eikaimt wird, noch die beiden folgenden Bedingungen 

in sich; 

^ ® (M 0, 1, 2, . . .). 
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3. Um die fur die Eriterieubildung erforderlichen zu ge- 

winnen, dtlrffce das folgende Verfahreii sich als besonders einfacb empfehlen. 
Es sei C;i > 0 bzw. dx>0 das allgemeine Glied einer konvergenten bzw. 
divergenten einfacb nnendlicben Beihe. Dann ist auch yon den beiden 
Beihen: 


( 14 ) 




wegen lim — y - 1, die erstere honvergent, die letztere divergent Setzt 


X-^ea 

man sodann: 


(16) 


— Cg, im abrigen: 




f*- 4" ^ ’ 


SO findet man: 


c!‘*”+- ••+«<'>+•••+ C™.- 


ft + ^ f t + V > 


li/u + v) 


11 + * + ! 


j + w 

‘ ' "ft ' ' "ft + v fi + w /« + •' 


•d. 


Da diese Summen die (fi + v)*®" Diagonalen der Doppelreiben bzw. 

fifV ^ 

bilden, so folgt, wenn (i + v=^l gesetzt wird, durch Summa- 
tion^ dafi: 


2- <” - + J-t- ■ ».- 2-or-<+ 

0 10 1 

daS also in der Tat die Doppelreihe der komergiert, diejenige der d ^ 
divergierf. Zugleich erkennt man, daB aus der Doppelreihe der d^*‘ bei 
Weglassur^ von n Zeilen und n Eolonnen die folgende entsteht: 

i_47 ^ ^ 

2»®»« 


2» + 

^ d. 

2n + 

^ d 


2w + 2^»+* 

- 6L 

2n + 8"*»+» 

^ d 


2n + 8^"+» 

2n + 



welche naoh Du^onalen summiert das Besultat t liefer!^ 

ebenfallB also dwergUrt. o 
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Setzt man dann wiedernm: c, =• <2, = so ergeben siob durch 

Einsetzen der AnsdrQcke (15) in die oXt^meimn Eonvei^enz- nnd Diver- 
genzkriterien (la) nnd (Ib) die folgenden speeieU^eni 


Die Doppdreihe ^^ 1 * ist 
0 

(Da) hmverge/nt, wenn; lim (ft + v) • G < oo , 

/»+»->(» ' 

(Db) dinergeni, wenn: Um (ft + ») • -Z? + , • > 0 , 

man vrie bei der Bildnng der De Morgan-Bonnetschen 
Eriterienskala (§ 50, Nr. 1, S. 336) ftir die C,, D, der Beibe nacb die 
Ansdrbcke: 


<7, = v^+«, v-(lgv)^+f, v-lg»»-(lg,v)^+?, ••• (fi>0), 

D, — V, v-lgv, v-lgvlgjv, •••, 

BO ergeben sick also als hinreicbende Bedingungen fQr die Konvergene 
von Beziebungen: 

//,r 

( lim(;t + v)“'*'^-o'[’'^<oo (9>0) 


(16a) 


lim (ft + v)* • (Ig (/t + v))^’*’^ • o^’'^ < oo 

/l + V-^00 ^ 

iim (ft + v)* • Ig (ft + v) • Gg 2 (ft + v))^ ^ • o < oo 

^ + r->oo ^ 


(16b) 


^^(ft + v)* a^''^>0 

^ (ft -1- v)* • Ig (ft -I- v) • o f ’ > 0 

Im (ft-l- v)® ■ lg(ft + v) • lg» (ft + v) • af > 0 

/<.w-Vaa “ 


4. Einen anderea fOr die Bildung von jEbwv^^cjwbedingungen zweck- 
mSBigen Typus von Vergleichsdoppelreihen gewinnt man durch die Be- 
merkung, daB das Quadrat jeder konvergenten einfachen Beihe nach den 
Begeln fiber die Multiplikation zweier konvergenter Reihen (s. § 66, Nr. 1, 
S. 484) auch durch eine konvergente Doppelreihe dargestellt werden 
kann, nfimlich: 

0 0 
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Da also eine Doppelreihe von di^ser Form stets konvergiert, so kton 
man setzen: 




c • c , 

V > fi 


G >C , 

u v> 


sodafi sich aus dem allgemeinen Konvergenzkriterium (la) wiederum das 
folgende speziellere ergibt: 


(III) lim G G • < cx) : Konvergem, 

Die entspreckende Verwendnng von divergenten Doppelreiken von 
der Form (oder gar ^d • d^ erweist sich als ganzlich unzweck- 

A«,v 

ma£ig^ da durch diejenigen Kriterien^ die man auf diesem Wege ge- 
winnen wiirde, uberhaupt nur solehe Doppelreihen getroffen werden 
konnten^ bei welchen alle Zeilen oder (bzw. und) Kdlonnen^ zum min- 
desten von einer bestimmten ab, dim'giereny wahrend doch der fiir 
Doppelreihen als solehe charalderistische Fall von Divergent gar nieht 
auf der Divergenz irgendeiner Zeile oder Kolonne beruht, vielmehr bei 
gleichzeitiger Konvergens aller Zeilen und Kolonnen zum Vorsehein 
kommt. — 

Wahlt man in dem obigen Komergen^’ktiiermm (III) etwa: 

Cv (v + 1)^*^^ (wo p >0), 

so ergibt sich als hinreichende Bedingung fiir die Konvergen/s von 2^1'^ 
die folgende: 

(17) iTm (({i +-1) (V + 1))^+ « ■ a W <00 (p > 0) 

|t<+1'->-PO ^ 

.und daran anschliefiend nach Bedarf wiederum eine Skala sukzessire 
scharfer werdender liriterien durch die Wahl (7, = l(j(^v+«t)(lgi(v+jw))f 
{h <» 1, 2, 3, • • •) (wobei die mit m bezeichnejte Zahl so anznnehmen ist, 
dafi lgj,(m) positiv ausfallt). 

Dabei kann man dem Eriterium (17) noch d^e etwas einfacbere 
Form geben: 

(18) iim (fiv)^'*’^ • < oo (fi>0, v>0), 

wenn man noch ausdriicklich voraussetzt, daB die Anfangszeile und 

.06 00 

-kolonne von ^ d. h. die Reihen ^ Tconvergierm. 

fitV 0 0 

Es Terdient bemerkt zu werden, daB das KonTergenzkriterium (18) 
eine etwas grSBere Tragweite besitzt, als das ihm entsprechende (d. h. 
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glai cLfalla auf der Wahl (7, — herulieiide) AMangskriterium der 
Skala (16 a). Man findet zunachst: 

(ft + v)®+?’ 


l + v 


(19) 


((ft + v)^^®) 

>(|t 

> yCft*') 


+ 




.Iff 


Beagiert also a^' ftir irgendein bestimmtes p > 0 anf das Anfangs- 
kriterinm der Skala (16a), so ergibt sich das gleicbe in bezug anf das 
Eriterium (18), sofem man daselbst p durch -|- ersetzt. 

Andererseits ergibt sicb: 

(ft + y)* I I 2 

I IMA 


(20) 


(Hv)^ 

/-e v^-Q 


/+e 


+ 


IL^ + f 


1st sodann p < 1 and wird eine positive Zabl G heU^ng grofi vor- 
geschrieben, so bat man jedenfalls: 






tr^+C 




> G, 


wenn schon: 


^>G Oder: 






>G, 


■wenn also zwischen (i und v eine der beiden Beziehungen besteht: 

1 i+g 1 i+e 

ft ^ • i/i-g Oder: v ^ 

was offenbar fdr unendlich riele Werfcepaare (fi^ v) der Pall ist. Infolge- 
dessen ergibt sich aber ans TTngL (20\ dafi: 

((.>0,»>0i0<j<l), 

und die Vergleichung dieser Beziehung mit den Kriterien (16 a) zeigt. 


1) Man hat fClr jedes c: 


(fft + v)' 






also, wenn die Kombination ansg^schlossen wird: 
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daS nicht nur das Anfangskriterium, sondem sogar die ganze Skala yer- 
sagen kann^ ancli wenn das Eriterium (18) eine Ents(3ieidtmg liefert. 
Dieses Yersagen der ganzen Skala (16 a) tritt offenbar msbesondere stets 
danzL ein, wenn gleicbzeitig mit (18) fiir jedes noch so kleine (» > 0 die 
Beziehuug bestebt: 

5. Ein anderes (namentJidli fBr die Theorie der PotenzreiHen mit 
zwei YerSaderlichen) ntltzliolies Spezialkriierinm ergibt sich, yreaa in 
UngL (ni) gesetzt wird: 

(22) G^^cT*, also: G^^ wo: 0<a<l. 

Man findet daim zunacbst, dafi die Doppelreihe Ttonvergiert, wenn 



andera gescihrieben: 

(23) 

and diese Bedingnng ist erfbllt, wenn: 

(IVa) Urn d. L <1. 

Da andererseits die Dwergem der Doppelreihe^a^'’^ schon feststebt, 
wenn nor Qberhaapt fur unendKeh vide Glieder a^’ die Beziebung bestebt: 

also nm so mebr^ wenn: 

(IVb) 

^ + r->.oo ^ * 

so ergibt siob dorcb Znsammen&ssong dieses Divergenzkriterinms mit 
dem Eonrei^enzkriterium (IV a) daqenige di^junJeHve Doj^tdhrUerium, 
welches das Analogon zu dem Cancbjscben Fnndamentalkriterinm erster 
Art fbr einfach nnendlidie Beiben (§ 50, S. 842/3, Ungl. (5 a), (5 b)) bildet. 

6. Als Beispiel fOr die Anwendang der gewonnenen Eriterien woUen 
wir die (jE&r die Zablentbeorie und die Theorie der elliptisoben Funktionen 
wicbtige) Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede: 

( (t — 0,1,2,---, v — 0,1,2,"-, 

(24) a ^ I mit Ausnahme der Eombination 

(a,»‘-f- 26 ^v + cr*) I (also: OoW-O) 

bebandeln. Dabei sei die „qaadratiscbe Form" aii* + 2hgv + €v* eine 
sogenannte positive Form in ft, v (mit negativer Beternanante oder Bisr 
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kriminante — ac), d. h. die Zahlen a, b, c soUen den folgenden Be- 
dingungen geniigen: 

(25) a>0j c>0, 6®— ac = --A<0 
(waJbrend b im iibrigen beliebig, eyentuell aucb = 0 sein kann). 

lufolge der Identitat: 

+ 2b(iv + €v^ = ^{{a^[i^ + 2ab^v + b^v^) + (ac— 

(26) =-i-{(a^ + &v)>+Av*} 


fallt dieser Ausdruck (abgesehen Ton der ja bereits ausgeschlossenen 
Kombination ii^v = 0) stets wesenflich positiv ans, sodaB die fragliche 
Doppelreihe ans lanter wolil definierten positiven GHiedem besteht, wenn 
unter 6 eine beliebige reelle Zalil verstanden wird. Es handelt sich 
dann darum, zu entscheiden^ fdr welche Werte 6 die betreffende Beibe 
konvergiert bzw. divergiert 

Bedeutet J. eine positive Zahl, die von keiner der drei Zahlen a, |6|, c 
iibertrofifen wird^ so hat man: 


mithin; 


nnd daher: 
(27) 


+ 2hiiv + ^ A{}i + v)*, 



1 

0 ^ + 


(ft + vf ■ ^ (i)". (ft + vj 




sodafi sicb aus dem Anfangskriteriam der Skala (16b) die Divergem der 
Torgelegten Doppelreibe ergibt, falls ^ 1. 

Andererseits besteht neben Gl. (26) die folgende analog gebildete: 

(28) «ft*+ 21 (IV + cv* = y{(6ft + cv)* + Aft*}. 

Ans (26) nnd (28) folgt sodann; 


nnd daber: 
(29) 

Nun ist: 
also: 


a(ofi* + 26ftv + cv*) ^ Av* 
c(ofi* + 2bfiv + cv*) ^ Aft* 

Oft* + 2i(iv + cv* ^ • (ft® + 1;*) . 

ft® — 2fiv + V® = ((t — vy^O, 
ft® + V® ^ 2 (IV 




und daher: 
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sodafi die IJngleicliung (29) durcli die folgeude ersetzt werden kann: 

(30) a/t* + 2h[tv + ^ 

Somit ergibt sich schliefilicli: 

(31) + i. ^ 

und: 

(32) 

alsO; mit Bdcksicht auf das erste Eonvergenzkriterinin der Skala (16 a): 

(33) lira 0 + v)*+f.oW<oo, 

/u + v-^oo ^ 

wenn: 2a — 2 — p ^ 0, <7 ^ 1 + d. h. schlieBlioli a > 1. 

Hiemach ist die fragliche Doppelreihe hmvergent fiir <7 > 1, diver- 
gent far a ^ 1. 

Dieses Besnltat lafit sich noch in folgender Weise yervoUstandigen. 
Da aber das Yorzeichen yon h keinerlei besondere Yoranssetzimg ge> 
xnacht wurde^ so ist anch die Doppebeihe mit dem aUgemeinen Oliede: 

aW 1 

^ (a/t* — 

hmvergent fiir a > 1, divergent fdr <7^1. 


1) Will man statt des Anfangskriterioms (16 a} das Elriteriam (18) anwenden, 
so fuidet man ans Gl. (26) and (28): 

+ 26 ftv + cv* 

und hierana fdr ft^l, 




also auch: 








(rof 


Hieraus erkennt man, dafi die Doppebeibe nach Aasschlufi von 

d. h. der eraten Kolonne and ersten Zeile konvergierfc, wenn ^ ^ kon- 

vergieren, also fdr (r>-l — ein Eigebnis, an welchem dnrch nacktrSigliche Hin- 
zofdgang der ersten Kolonne bzw. Zeile nichts ge&ndert wird, da diese, wie un- 
mittelbar zu seben, dann gleicbfalls konvergieren. 
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Da femer: 

+ 2h(iv + cv® — a • (— ft)* + 26 • (— /i) (— *;) + c • (— v)* 

• a • (— ft)* + 26 • (— ft) • V + cv* 

> a - ft* + 26ft * (— v) + c • (— 

so erkenut man, dafi die Doppelreihe: 


a(i^ — 2bfiv + ci;*] 



1 

(a/x* + 


(wo der Akzent an dem SummenzeiclieiL die Weglassnng der Kombina- 
tion ft >— i; ->» 0 ausdrdcken soli) wngewndert bleibt^ wenn man den ieiden 
Indizes ft, v die Werte 0, — 1, —2, ••• (statfc 0, 1, 2, •••) beilegt; dafi 
sie dagegen in die Doppelreibe: 


2 ' 


(ap* — 2&pv + ev*)** 


Ubergebt, wenn man dem einen der beiden Indizes ft, v die Werte 0,-1, 
— 2, ■ • -, dem andem die Werte 0, 1, 2, • • • beilegt. 

Daraus ergibt sicb aber, daB aucb die Doppelreibe: 

+« 

1 




(aft* -f- 26 ftv + cp*)^ 


(wobei also die Summation so zu rersteben ist, daB sowobl ftir ft, als 
fOr V aUe Zablen 0, ±1; ±2, ••• mit emzigem Ansscblufi der Kombi- 
nation ft — v — 0 zn setzen sind) fOr > 1 hmvergiert, ftlr cf ^1 
divergiert. 
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Die elliptisch.Funktionen u.ihre Anwendungen 

Ton Dr. R. Fricke 

Srofeiior an dex Taobn. Hochfchiile sa Bxauuohwaig 

In 3 Teilen. gr. 8. 

L Tell: Die funktionentheoretischen und analytlechen Grundlagen 

Mit 83 in den Text gedrnokten Fig. [X tu 500 S.] 1916. Geh. 22 . — , in Leinw. geb. 

Das Werk beabsicbtigt, eine abgerundete Gesarntdaxstellung der Theorie der elliptischen 
Fnnktionen xind ibier Anwendungen zn geben. Die Natur des Gegenstandes bedingt eine 
Dieiteilnng, so dab die Darstellnng in drei je fdr sicb stehenden BS,nden m^fiigen Urn- 
fanges dargeboten werden soil Der vorliegende erste Band entwickelt nacb einer Bin- 
leitong, die die erforderlichen Yoraussetznngen ans dei allgemeinen Theorie der analytischen 
Fnnktionen, die Gmndlagen der Theorie der elliptischen Integrale nnd Fnnktionen be- 
handelt, ihre analytischen Darstellnngen in nnifassendei Weise und belenchtet den Ge- 
sazntumfang der hier in Betracht kommenden £5rper zusammengehoriger Fnnktionen. 
Der Yerfasser hofft die funktionentheoretischen Anffassnngen, die er sich als SohtLler 
und langjShrigei Mitarbeiter Felix Kleins zn eigen gemacht hat, anch in diesem 
Gebiete in angemesaener Weise zn Geltnng gebracht zn haben. — W9*hrend die Imeare 
Transformation ein Bestandteil der Gmndlagen der Theorie der elliptischen Fnnk- 
tionen ist nnd dieserhalb bereits im ersten Bande ihren Platz zn finden hat, soUen die 
cJlgemeine Transformationstheorie und ihre wichtigen Anwendungen im Gebiete der Algebra 
nnd Zahlentheoiie im zweiten Bande eine erschdpfende Darstellnng finden. — In einer 
selbBtSjidigen nnd ffir sich abgemndeten Gestalt soil sich endlich der dritte Band anreihen, 
der die weitrerzweigten Anwendungen der elliptischen Fnnktionen im Gebiete der Geometrie, 
Mechanik nsw.behandeln nnd die in den beiden ersten Ba.ndenyorgebildetenanalyti8chen An- 
satzebisznwirklicherBranchbarkeitfurdieZweckenumerischerEechnnngen dnrchbilden soli. 


Vorlesungen flber reelle Funktionen 

Ton Dr. C. Caratheodory, 

PzofesBor an dex ITiiiyexiilAt GCttingOBu 

[ca. 560 S.] gr. 8. Krscheint Ende 1916. 

Die Uxnw&lznng, welohe dnrch die Untersnchnngen von H. Lebesgne in der Theorie 
der reellen Fnnktionen herrorgemfen worden ist, ist ein Frozefi, der hente in seinen Hanpt- 
zfigen als abgesohlossen gelten kann. Die Yorzfige der nenen Methoden kOnnen aber nnr 
dnzch einen Anf ban, der von Gmnd ans vorgenommen wird, in ihrex ganzen Tragweite znr 
Geltnng kommen. Eine derartige, mOglichst elementaze, systematische Darstellnng' hat 
der Yeif. versncht, nm den Stndenten in mittleren Semestem nnd den angehenden Forschern 
viele TJmwege zn ersparen. Das Bnch ist anf Gmnd einer im Sommev-Semester 1914 in 
Gottingen gehaltenen Yorlesnng geschrieben; es enthftlt die Theorie der Pnnktmengen, 
sowelt diese fOi das Folgende erforderlich ist, die allgemeine Theorie der Fnnktionen 
von n Yeranderlichen, die Theorie der bestimmten nnd nnbestimmten (Lebesgne’schen) 
Integrale, sowie anch ihre Spezialisiemng anf die Biemannsche Integration. Darfibei 
hinausgehend werden die Fxmktionen einer nnd zwei Yer9.nderlicher eingehend nnter- 
sncht. ExistenzbeweisefQidieldsnngen vongewdhnlichenDifferentialgleiohnngennntermOg- 
lichst allgemeinen YorranssetznngensohJieben das Bnch, welches ganz anf sich selbstmhtnnd 
fibetiianpt keine Yorkenntnisse, sondern nnr eine gewisse Beife des Urteils voranssetzt. 
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